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离散 数学 的 基础 与 重要 组 成 部 分 是 数理 逻辑 ,数理 逻辑 是 形式 逻辑 与 数学 相 结 合 的 产 
物 , 它 采用 数学 符号 化 的 方法 ,给 出 推理 规则 来 建立 推理 体系 ,进而 讨论 推理 体系 的 一 致 性 、 
可 靠 性 和 完备 性 等 .本 书 中 数理 逻辑 的 研究 内 容 主 要 包括 命题 逻辑 ,一 阶 谓词 轴 辑 . 


1.1.1 命题 与 真 值 


定义 1.1.1 具有 确切 真 值 的 陈述 句 , 称 作 命题 . 陈述 句 的 判断 为 真 或 假 , 称 为 命题 的 
真 值 . 真 值 为 真 , 称 为 真 命题 , 记 为 1( 或 T) ; 真 值 为 假 , 称 为 假 命题 , 记 为 0( 或 F). 

ШЕ 〈1) 命题 首先 必须 是 陈述 句 . 其 他 的 如 疑问 句 、 祈 使 句 和 感叹 句 等 均 不 是 命题 ,但 
是 不 是 所 有 的 陈述 句 都 是 命题 . 

(2) 若 陈 述 句 的 判断 由 于 条 件 的 限制 暂时 不 能 判别 其 真 假 ,但 陈述 句 的 真 假 是 客观 存 
在 的 , 则 仍 是 命题 

定义 1.1.2 由 简单 陈述 句 表达 的 命题 , 称 为 简单 命题 或 原子 命题 .由 若干 简单 命题 通 
过 命题 联结 词 联 结 而 构成 的 命题 , 称 为 复合 命题 . 

例 1.1.1 判别 下 列 语句 是 否 为 命题 ,若是 命题 ,请 判断 是 真 命题 还 是 假 命题 . 

(1) V3 是 无 理 数 . 

(2) xz>y. 

(3) 2 十 1 一 11. 

(4) 物质 决定 意识 . 

(5) 商场 开门 了 吗 ? 

(6) 认真 地 读 一 下 . 

(7) 秋天 的 景色 真美 丽 啊 ! 

(8) 你 是 好 人 . 

(9) 这 个 命题 是 假 的 . 

(10) 金星 上 有 水 . 

м (1) 是 真 命题 . (2) 不 是 命题 . (3) 是 假 命题 . (4) 是 命题 ,但 辩证 唯物 主义 者 认为 是 
真 命题 ,形而上学 者 认为 是 假 命题 . (5)、(6)、(7)、(8) 都 不 是 命题 .(5) 是 疑问 句 ,(6) 是 祈 使 
句 ,(7) 是 感叹 句 ,(8)“ 好 人 ”是 模糊 的 概念 . (9) 是 悖 论 ,车 (9) 为 真 , 即 “ 这 个 命题 是 假 的 ”是 
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真 的 , 则 这 个 命题 是 真 的 ,因而 (9) 的 真 值 应 为 假 , 矛 盾 ; 反 之 , 若 (9) 为 假 , 即 “这 个 命题 是 假 
的 ?是 假 的 , 则 这 个 命题 是 假 的 ,因而 (9) 的 真 值 应 为 真 ,同样 也 矛盾 ,因而 像 (9) 这 样 既 不 能 
为 真 .也 不 能 为 假 的 陈述 句 称 为 悖 论 , 悖 论 不 是 命题 . (10) 是 命题 , 真 值 暂时 不 能 确定 ,但 是 
本 身 具 有 确切 的 真 值 . 

为 了 研究 方便 ,需要 用 数学 方法 将 命题 符号 化 . 命题 一 般 用 大 写 英文 字母 P,Q,R,… 
(或 带 下 标 ) 表 示 . 一 个 恒 真 命题 可 以 用 1 表示 , 恒 假 命题 可 用 0 表示 . 

例 1.1.2 将 下 列 命 题 符号 化 ,并 指出 它们 的 真 值 . 

(1) 2 是 素数 是 不 对 的 . 

(2) 2 是 偶 素数 . 

(3) 2 或 3 是 素数 . 

(4) 如 果 2 是 素数 , 则 3 也 是 素数 . 

(5) 2 是 素数 当 且 仅 当 3 也 是 素数 . 

解 以 上 5 个 命题 实际 上 是 由 3 个 原子 命题 组 成 的 ,将 它们 分 别 符号 化 为 

P: 2 是 素数 .Q: 2 В.В. 3 是 素数 . 
P,Q,R 的 真 值 均 为 1, 把 原子 命题 的 符号 代入 ,上 述 命 题 可 表示 为 
(1) ЗЕР; (2) РЖНО; (3) РАК; (4) Ш Р.К; (5) P 当 且 仅 当 R. 

定义 1.1.3 当 己 表示 确定 的 命题 时 , 称 P 为 命题 常 元 , 当 P 表示 任意 的 没有 赋予 具 
体内 容 的 抽象 命题 时 , 称 为 命题 变 元 . 

Е 命题 变 元 不 是 命题 , 当 一 个 命题 变 元 P 表示 一 个 特定 的 命题 时 , 它 才 是 命题 并 且 
有 确定 的 真 值 . 


1.1.2 命题 联结 词 


命题 逻辑 研究 方法 的 主要 特征 是 将 论述 或 推理 中 的 各 种 要 素 都 符号 化 , 即 构造 各 种 符 
号 语言 来 代替 自然 语言 ,我 们 称 完全 由 符号 所 构成 的 语言 为 形式 语言 . 为 了 达到 这 个 目的 ， 
就 要 求 进一步 抽象 化 ,即将 联结 词 也 符号 化 ， 自 然 语言 中 的 联结 词 , 如 “或 “并” 与“* 且 ” 
“然而 “但 是 ”等 一 般 没有 严格 的 定义 ,常常 具有 歧义 性 ,为 了 避免 自然 语言 中 的 不 确定 性 ， 
需要 将 自然 语言 中 的 联结 词 符号 化 并 给 出 严格 的 定义 . 

下 面 介绍 五 种 基本 联结 词 及 其 对 应 的 真 值 表 . 

1; 否定 “一 

定义 1.1.4 设 P 为 命题 ,复合 命题 “ 非 P”( 或 “P 的 否定 ”) 称 为 忆 的 否定 式 , 记 作 -， 
符号 - 称 为 否定 联结 词 . 逻辑 关系 规定 : Р 为 真 当 且 仅 当 PP 为 假 . 真 值 表 见 表 1. 1. 1. 

在 例 1.1.2 中 ,“ 非 P” 可 符号 化 为 -ZP. 由 于 P 的 真 
值 为 1, 所 以 -P 的 真 值 为 0. 表 111 

否定 联结 词 , 它 否定 命题 的 全 部 .例如 


ў = - 卫 的 真 值 表 
Р. 汉语 是 中 国 的 官方 语言 . 
=Р: 汉语 不 是 中 国 的 官方 语言 . 

0 1 
2. ВЛ” 1 я 
定义 1.1.5 设 P 和 Q 是 两 个 命题 ,复合 命题 “P 并 


1.1 命题 与 联结 词 


且 Q”( 或 *P 与 Q”), 称 为 P 与 Q 的 合 取 式 , 记 作 РЛО. 人称 作 合 取 联 结 词 . 逻辑 关系 规 
ж: PAQ 为 真 当 且 仅 当 P УО 同时 为 真 . 真 值 表 见 表 1. 1. 2. 


ЗЕ 1.1.2 
PAQ 的 真 值 表 
Р Q PAQ 
0 0 0 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 


Е (1) 自然 语言 中 的 “虽然 …, 但 是 …” 一 面 …, 一 面 …”“ 既 …, 又 …”“ 不 但 …, 而 
且 …” 等 都 表示 两 件 事情 同时 成 立 ,可 以 符号 化 为 人 . 

(2) 有 一 些 文字 “与 ”* 和 ”不 能 使 用 联结 词 人. 

例 1.1.3 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 李 平 既是 文科 生 又 是 优秀 学 生 . 

(2) 李 平 虽然 是 文科 生 但 不 是 优秀 学 生 . 

(3) 这 是 一 张 椅子 并 且 3 十 2 一 6. 

(4) 李 平 与 张 红 都 是 保送 生 . 

(5) 李 平 与 张 红 是 同学 . 

解 ” 先 给 出 (1) 一 (4) 中 的 原子 命题 ,并 将 其 符号 化 : 

Р. 李 平 是 文科 生 . 

О: 李 平 是 优秀 学 生 . 

К. 这 是 一 张 椅子 . 

$: 3+2=6. 

Т. 李 平 是 保送 生 . 

О: 张 红 是 保送 生 . 

(1) 一 (4) 可 分 别 符号 化 为 PAQ,PA-Q,RAS.,TAU. 

但 在 (5) 中 ,这 个 “与 "是 联结 该 句 主语 中 的 两 个 人 的 ,整个 句子 仍 是 简单 陈述 句 , 因 此 
(5) 是 原子 命题 ,符号 化 为 

У: 李 平 与 张 红 是 同学 . 

例 1.1.3 中 的 (3) 在 自然 语言 中 是 没有 意义 的 ,但 命题 逻辑 中 RA S 仍 成 为 一 个 新 命 
题 , 按 照 定义 ,R,S 取 值 后 ,RAS 的 值 也 确定 了 ,这 是 与 自然 语言 不 同 之 处 . 


3. 析 取 “V” 

定义 1.1.6 设 P,Q 为 两 命题 ,复合 命题 *P 或 Q” 称 作 了 与 Q 的 析 取 式 , 记 作 РУО. 
V 称 作 析 取 联 结 词 ,逻辑 关系 规定 : PV Q 为 假 当 且 仅 当 P 与 Q 同时 为 假 . 真 值 表 见 
% 1.1.3. 
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№ 1.1.3 
РУО 的 真 值 表 
Р Q PVQ 
0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 1 


析 取 联结 词 V 与 自然 语言 中 的 “或 "不 完全 一 样 . 自然 语言 中 的 “或 ?具有 二 义 性 , 它 有 时 
具有 相 容 性 ( 即 它 联 结 的 两 个 命题 可 以 同时 为 真 ), 有 时 具有 排斥 性 ( 即 当 一 个 为 真 . 另 一 个 
就 为 假 ) ,对 应 的 分 别称 为 相 容 或 和 排斥 或 ,注意 区 别 . 

例 1.1.4 (1) 开关 坏 了 或 灯泡 坏 了 . 

Р. 开关 坏 了 ， 

Q: 灯泡 坏 了 . 

(2) 张 三 或 者 李 四 考 了 90 分 . 

Р: 张 三 考 了 90 分 . 

Q: 李 四 考 了 90 分 . 

显然 (1) 和 (2) 中 的 两 个 “或 ?为 相 容 或 ,符号 化 为 PVQ. 

(3) 王 丽 在 教室 上 课 或 在 图 书馆 读书 . 

Р. 王 丽 在 教室 上 课 . 

О: 王 丽 在 图 书馆 读书 . 

(4) 2016 年 5 月 11 日 第 一 节 课 上 历史 课 或 者 上 地 理 课 . 

Р; 2016 年 5 月 11 日 第 一 节 课 上 历史 课 . 

О: 2016 年 5 月 11 日 第 一 节 课 上 地 理 课 . 

由 题 意 知 ,(3) 和 (4) 中 的 两 个 或 是 排斥 或 ,可 形式 化 为 (PA-Q)V (-РЛО). 

Ж 在 自然 语言 符号 化 的 过 程 中 ,不 能 见 了 “或 "就 表示 为 PV Q. 


4. ЖЕ “>” ЖЕНЯ) 

定义 1.1.7 设 P,Q 为 两 命题 ,复合 命题 “如 果 卫 , 则 Q” 称 作 卫 与 Q 的 蕴含 式 , 记 作 
P 一 Q, 并 称 PP 是 蕴含 前 件 ,Q 为 蕴含 后 件 , 一 为 蕴含 联结 词 . 逻辑 关系 规定 : PQ 为 假 当 且 
仅 当 P 为 真 ,Q 为 假 . 真 值 表 见 表 1. 1.4.P-~>~Q 的 逻辑 关系 表示 了 是 Q 的 充分 条 件 . 


表 1.1.4 
P 一 Q 的 真 值 表 
Р Q Р-9 
0 0 1 
0 1 1 
1 0 0 
1 1 1 
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注 (1) 在 自然 语言 中 ,P 是 Q 的 充分 条 件 有 许多 不 同 的 叙述 方式 ,例如 * 只 要 已, 就 
Q”“ 因 为 P, 所 以 Q”“ 只 有 QQ@ 才 P”“ 除 非 Q@ 才 P”“ 除 非 Q, 否 则 非 P” 等 ,以 上 都 应 使 用 一 , 符 
号 化 为 PQ. 

(2) РО 真 值 的 确定 与 自然 语言 表达 的 意义 是 有 区 别 的 . 在 自然 语言 中 ,前 件 为 假 ， 
不 管 结论 真 假 ,整个 语句 的 意义 往往 无 法 判定 . 但 在 命题 逻辑 中 , 当 己 为 0 时 ,P-~Q іН І. 

(3) 自然 语言 中 前 件 、 后 件 一 般 来 说 有 因果 关系 ,命题 逻辑 中 允许 前 件 、 后 件 无 任何 
联系 . 

例 1.1.5 把 下 列 语句 写成 “如 果 了 ,那么 Q” 的 形式 . 

(1) 乔 北 风 的 时 候 就 降温 . 

(2) 温度 上 升 到 零度 以 上 冰 就 融化 了 . 

(3) 中 国 队 赢得 冠军 就 意味 着 他 们 打败 了 巴西 队 . 

(4) 必须 走 8km 才能 到 宾馆 . 

(5) 如 果 你 在 高 速 上 驾车 超过 4h ,就 需要 加 油 了 . 

解 (1) 如 果 刮 北 风 就 降温 . 

(2) 如 果 温 度 上 升 到 零度 以 上 , 冰 就 融化 了 . 

(3) 如 果 中 国 队 赢得 冠军 ,他 们 就 打败 了 巴西 队 . 

(4) 如 果 你 到 了 宾馆 , 那 你 就 已 经 走 了 8km. 

(5) 如 果 你 在 高 速 上 驾车 超过 4h ,就 需要 加 油 了 . 

例 1.1.6 将 下 列 命 题 符号 化 ,并 指出 复合 命题 的 真 值 . 

(1) 如 果 3 二 4, 则 天 是 蓝 的 . 

(2) 如 果 3 三 4, 则 天 不 是 蓝 的 . 

(3) 只 有 ЗСА, КТА ЮО. 

Ш ФР. 324,0: 天 是 蓝 的 . (1)、(2)、(3) 符 号 化 为 

Р-—9,-Р---09,-9—-Р. 
它们 的 真 值 分 别 为 1,0,1. 

例 1.1.7 以 下 命题 中 出 现 的 а 是 一 个 给 定 的 正 整 数 , 试 将 命题 符号 化 并 判断 真 值 . 

(1) 只 要 a 能 被 4 整除 , 则 a 一 定 能 被 2 整除 . 

(2) a 能 被 4 整除, 仅 当 a 能 被 2 整除 . 

(3) 除非 a 能 被 2 整除 ,a 才能 被 4 整除 . 

(4) 除非 a 能 被 2 整除 ,否则 a 不 能 被 4 整除 . 

(5) 只 有 a 能 被 2 整除 ,a 才能 被 4 整除 . 

(6) 只 有 a 能 被 4 整除 ,a 才能 被 2 整除 . 

Ш 令 P:a 能 被 4 整除 Q: a 能 被 2 整除 . 

(1) 一 (5) 这 五 个 命题 均 叙 述 的 是 “a 能 被 4 整除 ?是 “a 能 被 2 整除 ”的 充分 条 件 ,因而 都 
符号 化 为 P-~~Q. 其 真 值 为 1. 

在 (6) 中 ,将 “a 能 被 2 整除 ”看 成 了 “a 能 被 4 整除 ”的 充分 条 件 , 因 而 应 符号 化 为 
9-Р. а 值 不 定时 , 真 值 未 知 . 


5. 等 价 “”( 双 条 件 ) 
定义 1.1.8 设 P,Q 为 两 命题 ,复合 命题 *P 当 且 仅 当 Q”, 称 为 P 与 Q 的 等 价 式 , 记 作 
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Р<>0. 全 称 作 等 价 联结 词 ,逻辑 关系 规定 : Р>О 为 真 当 且 仅 当 PP УО 同时 为 真 或 同时 为 
假 , 即 P 与 Q 互 为 充 要 条 件 . 真 值 表 见 表 1. 1. 5. 


Ж 1.1.5 
РО 的 真 值 表 
了 Q Ро 
0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 


由 定义 知 ,(P->~>Q) Л (QP) 与 PQ 的 逻辑 关系 一 致 . 

例 1.1.8 将 下 列 命题 符号 化 ,并 给 出 它们 的 真 值 . 

(1) V3 是 无 理 数 , 当 且 仅 当 埃及 是 欧洲 国家 . 

(2) ЖЕ О, „И О, 面积 相等 当 且 仅 当 它们 的 半径 相等 . 

解 (1) 令 

Р, V3 是 无 理 数 ,其 真 值 为 1. О: 埃及 是 欧洲 国家 ,其 真 值 为 0. 
则 (1) 符号 化 为 Pv>*Q, 其 真 值 为 0. 

(2) 令 

к. МО, МО, 面积 相等 .S: МО,. М О, 半径 相等 . 
则 (2) 符 号 化 为 Re>*S， 虽 不 知道 R,S 的 真 值 ,但 由 RR,S 的 内 在 联系 知 Re>S 的 真 值 为 1. 

以 上 介绍 了 五 种 基本 联结 词 ~, 人 A,V ,一 ,全 ,由 一 个 或 两 个 原子 命题 使 用 五 种 联结 词 
中 的 一 个 组 成 的 复合 命题 称 为 基本 复合 命题 . 多 次 使 用 这 几 种 联结 词 并 加 括号 可 以 构成 更 
为 复杂 的 复合 命题 . 求 复杂 的 复合 命题 的 真 值 依据 真 值 表 1. 1. 1 一 表 1. 1. 5, 还 要 规定 括号 
与 联结 词 运算 的 优先 顺序 ,通常 的 运算 顺序 为 ( ) ,一 人 ,V ,一 ,一 ,对 同一 级 联结 词 , 从 左 至 
右 运 算 . 


1.2 命题 公式 及 其 解释 


1.2.1 命题 公式 


将 命题 变 元 用 联结 词 和 圆 括 号 按 一 定 的 逻辑 关系 联结 起 来 的 符号 串 称 为 命题 公式 (或 
合式 公式 ). 

定义 1.2.1 命题 公式 的 递归 定义 : 

(1) 单个 的 命题 变 元 和 命题 常 元 是 命题 公式 ,并 可 以 称 为 原子 命题 公式 ; 

(2) 如 果 A 和 B 是 命题 公式 . 则 -A,(AA 人 B),(AVB),(A 一 B) 与 (A*>B) 也 是 命题 


(3) 有 限 次 地 应 用 (1)、(2) 形 成 的 符号 串 是 命题 公式 (简称 公式 ). 
上 述 递归 形式 的 定义 以 后 还 会 多 次 出 现 . 


1.2 命题 公式 及 其 解释 


例 1.2.1 (PVQ) 一 (-Pe>QAR) 是 命题 公式 , 它 通过 以 下 步骤 生成 : 

(1) PP 是 公式 ; 

(2) Q 是 公式 ; 

(3) (PVQ) 是 公式 ; 

(4) (-P) 是 公式 ; 

(5) RR 是 公式 ; 

(6) (QAR) 是 公 

(7)((-P)”(QAR)) 是 公式 ; 

(8) (СРУ 9) = 0-Р) ЛК) 

例 1.2.2 判断 下 列 命题 是 否 为 命题 公式 . 

(1) (PAQ) 一 -<QVS). 

(2) (КУФ) ЛР) + (ЛР). 

(3) (R=>P) A. 

(4) PA (R—). 

解 (1) (2) 是 命题 公式 ;(3) (4) 不 是 . 

对 于 定义 1. 2.1, 要 做 以 下 说 明 : 

(1) 命题 公式 是 没有 真 假 的 ,只 有 公式 中 的 全 部 命题 变 元 都 用 确定 的 命题 代 换 时 , 才 成 
为 命题 ,这 时 才 有 真 值 , 真 值 的 确定 依赖 于 代 换 变 元 的 那些 命题 的 真 值 . 

(2) 定义 中 引进 了 A В 等 符号 ,用 它们 代表 任意 的 合式 公式 ,而 不 是 具体 公式 ,A 和 
В 称 作 元 语言 符号 ,具体 公式 中 的 符号 称 作对 象 语言 符号 . 所 谓 对 象 语言 指 用 来 描述 研究 
对 象 的 语言 ,而 元 语言 指 描述 对 象 语言 的 语言 ,这 是 两 种 不 同 层次 的 语言 . 如 中 国人 学 习 英 
语 时 ,英语 为 对 象 语言 ,而 用 来 学 习 英语 的 汉语 就 是 元 语言 . 


1.2.2 命题 的 符号 化 


由 于 通常 对 一 些 命题 及 推理 是 用 自然 语言 表达 的 ,首先 需要 把 自然 语言 形式 化 为 逻辑 
语言 , 即 用 符号 表示 命题 公式 . 这 一 过 程 称 为 命题 符号 化 。 
把 命题 符号 化 时 要 注意 以 下 几 点 : 
(1) 确定 简单 命题 ; 
(2) 识别 辨析 自然 语言 中 的 联结 词 ,甚至 被 省 略 了 的 联结 词 ; 
(3) 自然 语言 常常 带 有 歧义 性 ,人 们 可 能 对 同一 语句 有 不 同 的 理解 ,导致 对 同一 语句 的 
不 等 价 描述 . 
例 1.2.3 如果 你 吃饭 时 喝 凉水 ,你 就 会 得 胃病 . 
解 令 忆 :你 吃饭 ,Q: 你 喝 凉 水 ,R: 你 得 胃病 . 命题 符号 化 为 
(PAQ) 一 R. 
例 1.2.4 如 果 周 日 天 气 好 ,我 们 就 去 长 白山 旅游 ,否则 就 不 去 了 . 
解 设 P: 周 日 天 气 好 ,Q: 我 们 去 长 白山 旅游 . 命题 符号 化 为 
(P>Q)A(-P>-Q) 或 者 “PeQ. 
11.2.5 李 杰 只 能 选择 上 海 或 北京 一 个 地 方 签约 . 
解 БР. 李 杰 选择 上 海 签约 ,Q: 李 杰 选择 北京 签约 . 命题 符号 化 为 
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CPA-Q)V (-PAQ). 
例 1.2.6 如 果 你 和 他 都 不 违反 纪律 ,那么 你 们 都 不 会 受到 处 罚 . 
® БР. 你 违反 纪律 ,Q: 他 违反 纪律 ,R: 你 会 受到 处 罚 ,S: 他 会 受到 处 罚 . 命题 符 
号 化 为 
СЫРЛ -0) +6 Л 6). 


1.2.3 公式 的 赋值 及 真 值 表 


定义 1.2.2 设 P, ,P:,…',P, 是 出 现在 公式 A 中 的 全 部 命题 变 元 ,为 P, ,P: ,…,P, 各 
指定 一 个 值 (0 或 1) , 称 为 对 A 的 一 个 赋值 . 若 指定 的 一 组 值 使 A 的 真 值 为 1, 则 称 这 组 值 
为 A 的 成 真 赋值 , 若 使 A 的 真 值 为 0, 则 称 这 组 值 为 成 假 赋值 . 

可 以 得 到 , 含 n(n 三 ]) 个 命题 变 元 的 公式 共有 2" 个 不 同 的 赋值 . 公式 的 真 值 常用 真 值 

定义 1.2.3 将 公式 A 的 所 有 可 能 的 真 值 赋值 所 取 的 真 值 列 成 表 , 称 为 真 值 表 . 

真 值 表 构造 步骤 如 下 : 

(1) 找 出 公式 中 所 有 命题 变 元 Pi ,P, ,…,P,( 无 角 标 时 按 字典 顺序 排列 ) , 列 出 2" 组 赋 
值 , 这 里 规定 从 00…0 开始 , 按 二 进 制 依次 加 1 写 出 每 个 赋值 ,直到 11…1 为 止 . 

(2) 对 应 各 赋值 计算 出 各 层次 的 真 值 ,最 后 计算 出 公式 的 真 值 ,公式 的 真 值 在 最 后 一 列 . 

公式 A 与 B 具 有 相同 或 不 同 的 真 值 表 , 是 指 真 值 表 最 后 一 列 是 否 相同 ,而 不 考虑 中 间 
过 程 . 

真 值 表 的 构造 请 看 例题 . 

例 1.2.7 构造 下 列 公式 的 真 值 表 , 并 求 它 们 的 成 真 赋值 和 成 假 赋值 . 

(1) (Р-=@)=(-РУО). 

(2) (РЛ). 

(3) Р 9) ЛОЛК. 

解 公式 (1) 的 真 值 表 如 表 1. 2. 1 所 示 . 


表 1.2.1 
Б Q (РУО) >) (Р—9)=(-РУ Ф) 
0 0 1 1 1 
0 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 
1 1 1 1 1 


由 表 1.2.1 可 知 ,4 个 赋值 都 是 成 真 赋值 ,无 成 假 赋值 . 
公式 (2) 的 真 值 表 如 表 1. 2. 2 所 示 . 


表 1.2.2 
Р о В (PA — (CPPAQ) 一 全 
0 0 0 0 1 1 
0 0 1 0 0 1 
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续 表 
Р Q В CPPAQ) Е (-PAQ) 一 人 
0 0 1 1 1 
0 1 1 1 0 0 
1 0 0 0 1 1 
1 0 1 0 0 1 
1 0 0 1 1 
1 1 1 0 0 
由 表 1.2. 2 可 知 ,成 假 赋值 为 011, 其 余 7 个 赋值 全 是 成 真 赋值 . 
公式 (3) 的 真 值 表 如 表 1.2.3 所 示 . 
表 12.3 
Р Q К (Р) РФ) Ло AP>Q ЛОЛЕК 
0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 1 1 0 0 0 
1 0 0 1 0 0 
1 0 1 1 0 0 
1 1 0 0 0 0 
1 1 1 0 0 0 


由 表 1. 2. 3 可 知 ,8 个 赋值 全 是 成 假 赋值 ,没有 成 真 赋值 . 

真 值 表 的 信息 是 丰富 的 ,从 真 值 表 上 可 以 看 出 哪些 是 成 真 赋值 ,哪些 是 成 假 赋值 

定义 1.2.4 设 A 为 命题 公式 , 若 A 的 任意 一 组 赋值 取 值 恒 为 1, 则 称 公式 A 为 重 言 
式 ,或 永 真 式 , 常 用 1 表示 ; 若 A 的 任意 一 组 赋值 取 值 恒 为 0, 则 称 A 为 矛盾 式 或 永 假 式 , 常 
用 0 表示 ;如 果 至 少 有 一 组 赋值 使 A 的 值 为 1, 则 称 公 式 A 为 可 满足 式 . 

由 表 1. 2. 1 一 表 1.2.3 可 知 ,在 例 1. 2. 7 中 ,公式 (1) 为 重 言 式 , 公 式 (2) 为 非 重 言 式 的 
可 满足 式 , 公 式 (3) 为 矛盾 式 . 

由 定义 知 , 重 言 式 的 否定 是 矛盾 式 , 矛 盾 式 的 否定 是 重 言 式 ; 重 言 式 是 可 满足 式 , 可 满足 
式 不 一 定 是 重 言 式 ;存在 非 重 言 式 的 可 满足 式 . 由 真 值 表 可 判定 公式 的 类 型 如 真 值 表 最 
后 一 列 全 为 1, 公 式 为 重 言 式 ;最 后 一 列 全 为 0, 公 式 为 矛盾 式 ; 最 后 一 列 至 少 有 一 个 1, 公 式 
为 可 满足 式 . 

按照 公式 的 形成 规则 ,nn 个 命题 变 元 有 无 穷 多 个 形式 各 异 的 公式 ,那么 所 有 公式 的 真 值 
表 有 多 少 种 ? 真 值 表 的 不 同情 况 只 有 2” 种. 事实 上 个 命题 变 元 共有 2" 个 不 同 的 赋值 ,而 
任何 公式 在 每 个 赋值 下 只 可 能 取 两 个 真 值 0 或 1, 于 是 含有 n 个 命题 变 元 的 真 值 表 只 有 22 
种 不 同 的 情况 ,因此 必 有 无 穷 多 个 公式 具有 相同 的 真 值 表 . 


Ф 第 1 章 命题 逻辑 


1.3 命题 公式 的 等 值 演算 


1.3.1 命题 公式 的 等 值 式 


命题 演算 是 命题 逻辑 的 基本 运算 ,等 值 式 是 演算 的 基础 . 
定义 1.3.1 ША, В ШАХ т А-В 为 重 言 式 , 则 称 A УВ 等 值 , 记 作 A 人 SB, 此 


时 称 А>В 为 等 价 重 言 式 . 


种 


ң 


АБВ, ЧЕМ АБВ ЯН ИН. 真 值 表 是 判断 两 个 公式 是 否 等 值 的 一 


重要 方法 . 


Е “符号 全 不 是 联结 词 符号 ,而 是 公式 间 的 关系 符号 АРВ 不 表示 公式 ,而 表示 A 与 


ВАН ЖУЙ. AB 是 一 个 公式 . 


公式 间 的 关系 “全 ”是 一 个 等 价 关系 , 它 满足 : (1) 自 反 性 ,(2) 对 称 性 ,(3) 传 递 性 . 利用 


这 个 关系 可 以 将 全 部 公式 进行 分 类 . 


例 1.3.1 判断 <PAQ) 与 -PV=-Q 是 否 等 值 . 
№ ”由 真 值 表 1.3.1,-(PAQ)*>-PV-Q 是 重 言 式 ,所 以 是 等 值 的 . 


№ 13.1 
Р Q APAQ) -РҮ-0 
0 0 1 1 
0 1 1 1 
1 0 1 1 
1 1 0 0 
基本 等 值 式 . 


(1) 双重 否定 АРА. 

(2) ЧА АРАУА, АРАЛА. 

(3) 交换 律 АУВЭВУА, АЛВеВЛА. 

(4) 结合 律 (АУВ)Ә УСӨАҮ (ВУС). (АЛВ)Ә ЛСӘАЛ (ВЛО). 
(5) 分 配 律 AV(BAOS(AVB)A(AVO), АЛВУС)БСА ЛВ) У (АЛО). 
(6) 吸收 律 ЛҮУСАЛВ)еА. АЛ(САУВ)еА. 

(7) ЖФ А\1=1, АЛОО. 

(8) 同一 律 А\ОРА, АЛ16А. 

(9) 德 摩根 律 АҮ В)е-АЛ-В. АЛВ)е-АҮ-В. 

(10) ЖЕ АЛ-А0. 

(11) НЕЕ АУ-Ае1. 

(12) НАНА А—Ве-АУВ, А-Ве-В--А. 

(13) {НИ А-Ве(А-В)Л(В-А), АВ-АВ. 
(14) АФ (АВ) Л(А>-ВеЬф. 


1.3 ”命题 公式 的 等 值 演算 


以 上 14 24 个 等 值 式 是 经 常 使 用 的 等 值 式 ,是 逻辑 代数 的 重要 组 成 部 分 ,可 由 其 真 值 


1.3.2 代 人 规则 与 替换 规则 


定义 1.3.2 由 已 知 的 等 值 式 推演 出 另外 一 些 等 值 式 的 过 程 称 为 等 值 演算 . 
等 值 演算 是 逻辑 代数 的 重要 内 容 , 并 有 重要 应 用 . 等 值 演算 不 断 使 用 代入 规则 与 蔡 换 
规则 . 


1. 代入 规则 

定理 1.3.1 在 重 言 式 A 中 ,任何 命题 变 元 р, 出 现 的 每 一 处 ,用 另 一 公式 代入 ,所 得 公 
式 B 仍 是 重 言 式 . 这 就 是 代入 规则 . 

ЧЕН 因 重 言 式 对 任何 赋值 ,其 值 均 为 1 ,与 所 给 的 某 个 命题 变 元 赋值 的 真 值 是 0 还 是 
1 无 关 . 因此 用 一 个 命题 公式 代入 命题 变 元 р; 出 现 的 每 一 处 ,所 得 公式 的 真 值 仍 为 1. 

例 1.3.2 求证 (A-~B) УАВ) ут. 

证 明 由 互补 律 PV -Р-1, Ш РУ-Р 为 重 言 式 . 用 公式 AB 代入 公式 中 的 P, 则 得 
(АВ) У А-В), НА ЛЖ, Е МА АЛЕ Г. 

Е 若 仅 把 A 一 B 代入 到 一 个 析 取 项 已 ,而 得 到 (A~B) УР, ЖЕЖ, М 
为 不 符合 代入 规则 的 “处 处 代入 ”. 

定义 1.3.3 若 C 是 公式 A 中 的 一 个 连续 部 分 ,而 C 本 身 也 是 公式 , 称 C 为 A 的 子 
公式 . 

例如 公式 A 为 (PAQ® 一 (QV CRA-AS)), 则 PAQ:RA-S,:QV (CRA-S) 都 是 A 的 子 公 
式 , 而 PAQ-~,RA 不 是 A 的 子 公式 . 


2. 蔡 换 规则 

定理 1.3.2 设 C 是 A 的 一 个 子 公式 ,C 全 D, 将 A 中 的 子 公 式 C 置换 成 D 后 ,得 到 公 
式 B, 则 АРВ, Е. 

证 明 因为 C 仿 D, 即 对 它们 的 命题 变 元 ,做 任何 真 值 赋 值 ,C 与 D 的 真 值 相同 ,因此 р 
代替 C 后 ,公式 В БА 在 对 其 命题 变 元 做 相应 的 任何 真 值 赋值 ,它们 的 真 值 仍 相同 ,所 以 
АСВ. 

由 定理 1. 3. 2 ,我 们 可 以 对 公式 A 中 几 个子 公 式 同时 进行 等 值 替换 ,所 得 公式 与 原 公 
等 值 . 

例 1.3.3 ЕВ А—>(ВУ(ВЛА>) А-В. 

证 明 由 吸收 律 知 ,BV(BAA) 傅 B, 由 替换 规则 得 A 一 (BV (ВЛА))еА-В. 

例 1.3.4 ШЕШ ЛВ) СА (ВС). 

证 明 (АЛВ) Се АЛВМС Н) 

SAVBVC ( 德 摩根 律 ) 
SAV (ВО) ( 蕴 合 等 值 式 ) 
©А-(В-=С). ( 蕴 合 等 值 式 ) 

由 上 述 定理 及 例题 可 知 :代入 与 替换 是 有 区 别 的 . 首先 代入 针对 重 言 式 中 的 命题 变 元 而 
言 ,替换 针对 一 般 的 命题 公式 实行 . 其 次 代入 必须 是 处 处 代入 ,替换 可 部 分 替换 , 亦 可 全 部 
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蔡 换 . 最 后 替换 是 等 值 蔡 换 , 代 和 人 无 此 要 求 . 
在 实际 生产 生活 中 ,许多 问题 都 与 逻辑 有 着 密切 的 联系 . 下 面 我 们 先 介绍 一 个 逻辑 问 
题 . 这 是 由 逻辑 学 家 斯 穆 里 安 (Smullyan) 提 出 的 . 
例 1.3.5 一 个 岛 上 居住 着 两 类 人 一 一 骑士 和 流氓 (Knights апа Knaves). 骑士 说 的 
都 是 实话 ,而 流氓 只 会 说 谎 . 你 碰 到 两 个 人 A 和 B, 如 果 A 说“B 是 骑士 ",B 说 “我 们 两 个 不 
是 一 类 人 ”. 请 判断 A 和 B 两 人 到 底 是 流氓 还 是 骑士 . 
解 ” 首先 符号 化 命题 . БР. A 是 骑士 .Q: B 是 骑士 , 则 有 -P 和 -Q 表示 A КВ 
ВИК. 
我 们 首先 考虑 A 是 骑士 的 情形 ,这 就 是 说 P 是 真 的 . 如 果 A 是 骑士 , 那 他 说 “了 是 骑士 ” 
就 是 真 话 , 因 此 Q 为 真 ,A 和 B 就 是 一 类 人 . 然而, 如果 В 是 骑士 ,那么 B 说 的 话 应 该 为 真 ， 
然而 却 并 非 如 此 ,因为 A 和 B 都 是 骑士 . 因此 ,我 们 可 以 得 出 A 不 是 骑士 ,也 就 是 Р 为 假 . 
如 果 A 是 流 谍 , 则 根据 题目 可 知 A 所 说 的 *B 是 骑士 "就 不 是 真 话 ,这 意味 着 О 为 假 且 
B 也 是 流氓 . 而 且 , 如果 ВЕ, А В 说 的 话 也 是 假 的 ,这 与 A 和 了 都 是 流氓 是 一 
致 的 . 
所 以 ,我们 得 出 结论 A 和 B 都 是 流氓 . 
例 1.3.6 用 等 值 演算 法 判断 下 列 公式 的 类 型 : 
(1) (P>Q) AP 一 Q; 
(2) Р (РУФ) ЛК; 
(3) РЛССРУФ) Л -Р) #0). 
解 (1) (РУ 9) ЛР-9 өС-РҮФ)Ә ЛР 
(РУМО) ЛР)Уо 
(РУФ) Ү-Р)Үо 
SO((PA-Q) М-Р) Уо 
Ф((РУМ-Р)Ә ЛСОУ -Р)) Мо 
(ЛСОУ -Р)Уо 
S(QVPIVQ 
兮 (-QVQ)V 下 
SIV-P 
Ol. 
最 后 结果 说 明 (1) 是 重 言 式 . 
(2) AP>(PVQ)ARSA-PVPVQOAR 
SO(PAPA-Q)AR 
SO(0A-Q)AR 
болк 
ео. 
最 后 结果 说 明 (2) 是 矛盾 式 . 
(3) PA(((PVQ Л Р) 9) РЛ (((РЛ-Р> ҮЛ -Р)) 09) 
SPA((O0V (ӘЛ -Р)) 9) 
ӨРЛООЛ-Р) 09) 


> 
8 
Я 


SPA(AQAPIVO) 
SPA(-QVPVQ) 
SPAl 
ӨР, 

最 后 结果 说 明 (3) 不 是 重 言 式 ,00,01 是 成 假 赋值 ;也 不 是 矛盾 式 ,10,11 是 成 真 赋值 . 

等 值 演算 中 各 步 得 出 的 等 值 式 所 含 命题 变 元 可 能 不 一 样 多 ,如 例 1. 3. 6(3) 中 最 后 一 步 
不 含 g, 此 时 将 g 看 成 它 的 哑 元 ,考虑 赋值 时 应 将 哑 元 也 算 在 内 ,因而 赋值 的 长 度 为 2. 这 样 ， 
可 将 (3) 中 各 步 的 公式 都 看 成 含 命题 变 元 p,g 的 公式 ,在 写真 值 表 时 已 经 讨论 过 类 似 的 
问题 . 

但 随 着 问题 难度 的 加 深 ,对 于 较 复 杂 的 问题 ,单纯 依据 上 述 符号 加 自然 语言 推理 的 方法 
来 解决 逻辑 问题 是 不 可 行 的 . 所 以 我 们 要 在 逻辑 系统 内 借助 等 值 演算 来 解决 一 些 逮 辑 
问题 . 

例 1.3.7 在 某 次 研讨 会 的 休息 时 间 ,3 名 与 会 者 根据 王 教 授 的 口音 分 别 作 出 下 述 判 断 : 

甲 说 : 王 教授 不 是 苏州 人 ,是 上 海 人 . 

乙 说 : 王 教授 不 是 上 海 人 ,是 苏州 人 . 

两 说 : 王 教授 既 不 是 上 海 人 ,也 不 是 杭州 人 . 

王 教授 听 后 8. 你 们 三 个 人 中 有 一 个 全 说 对 了 ,有 一 人 全 说 错 了 ,还 有 一 个 人 对 错 
各 一 半 . 试用 等 值 演算 判断 王 教 授 是 哪里 人 ? 

解 首先 符号 化 命题 . 设 已 : 王 教授 是 苏州 人 ;Q: 王 教授 是 上 海 人 ;R: 王 教授 是 杭州 

人 . 则 有 


Ш; РЛО, 2: -QAP， 丙 : -9Л-К. 
王 教授 只 可 能 是 其 中 一 个 城市 的 人 或 者 三 城市 都 不 是 . 所 以 , 丙 至 少 说 对 了 一 半 . 因 
此 ,可 得 甲 或 乙 必 有 一 个 人 全 错 了 . 又 因为 . 若 甲 全 错 了 , 则 有 -QAP, 因 此 , 乙 全 对 , 同 理 ， 
乙 全 错 则 甲 全 对 . 所 以 丙 是 一 对 一 错 . 故 王 教授 的 话 可 符号 化 为 
(( PAWA QARIV QRARDV (QAP)A QAR)) 
®ССРЛОЛ-К) У (-РЛОЛ-ЭЛК) \ (-ЭЛРЛОЛ-К) М (QAPAR) 
®СРЛОЛ-К)> У (QAPAR) 
兮 1. 
因为 王 教授 不 可 能 既是 苏州 人 又 是 杭州 人 , 故 -QAPARS0,-PAQA-R 人 Sl. 
因此 , 王 教授 是 上 海 人 . 


1.4 З = 
本 节 给 出 命题 公式 的 两 种 规范 表示 方法 ,这 种 规范 的 表达 式 能 表达 真 值 表 所 能 提供 的 
一 切 信息 . 
1.4.1 合 取 范式 与 析 取 范式 


定义 1.4.1 命题 变 元 及 其 否定 统称 文字 . 仅 由 有 限 个 文字 构成 的 析 取 式 称 作 简 单 析 
取 式 , 仅 由 有 限 个 文字 构成 的 合 取 式 称 作 简 单 合 取 式 . 
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P,PAQ,-PAQA-Q 为 分 别 由 1 个 文字 ,2 个 文字 ,3 个 文字 构成 的 简单 合 取 式 . 
Е 单个 文字 既是 简单 析 取 式 , 又 是 简单 合 取 式 . 
定理 1.4.1 (1) 简单 析 取 式 为 重 言 式 的 充 要 条 件 是 , 它 同 时 包含 某 个 命题 变 元 及 其 否定 ; 
(2) 简单 合 取 式 为 矛盾 式 的 充 要 条 件 是 , 它 同时 包含 某 个 命题 变 元 及 其 否定 . 
ЧЕН 下面 只 证 (1) 成 立 ,结论 (2) 读 者 自 证 . 
充分 性 . 对 任意 命题 变 元 P,PV -P 为 重 言 式 ,因此 车 有 P 和 -了 在 简单 析 取 式 中 出 
现 , 经 过 交换 律 , 必 有 РУ -P 在 简单 析 取 式 中 出 现 , 则 简单 析 取 式 为 重 言 式 . 
必要 性 . 假设 一 个 简单 析 取 式 为 重 言 式 ,但 式 中 不 同时 含 任 一 命题 变 元 及 其 否定 ,此 
时 ,我们 对 该 析 取 式 中 出 现在 -后 的 变 元 赋值 1 ,而 对 不 出 现在 -后 的 变 元 赋值 0, 则 整个 析 取 
式 取 值 为 0, 这 与 假设 矛盾 . 
定义 1.4.2 (1) 由 有 限 个 简单 合 取 式 构成 的 析 取 式 , 称 为 析 取 范式 ,形式 为 
А, МА, \ --- УА, (т21). 
其 中 A; 为 简单 合 取 式 ; 
(2) 由 有 限 个 简单 析 取 式 构成 的 合 取 式 , 称 为 合 取 范式 ,形式 为 
BA 人 B:, 人 … 人 了 (7 过 1)， 
其 中 В, 为 简单 析 取 式 ; 
(3) 析 取 范式 与 合 取 范式 统称 范式 . 
Е 〈1) 析 取 范式 与 合 取 范式 仅 含 联结 词 ~, Л.У. 
(2) 单个 文字 ,简单 析 取 式 和 简单 合 取 式 既是 析 取 范式 又 是 合 取 范 式 . 
例 1.4.1 (1) -P,Q 是 析 取 范式 又 是 合 取 范 式 . 
(2) -PAQAR 既是 一 个 简单 合 取 式 构 成 的 析 取 范式 ,又 是 由 三 个 简单 析 取 式 构 成 的 
合 取 范 式 . 
(3) (PAQ)V (-РЛ-@),(РЛЮУ (QA-RAP)V (-RA-P) 是 析 取 范式 . 
(4) (PVQ)A(-PV-Q),(PVR)A(QV-RVP)A (RV 了 ) 是 合 取 范 式 . 
定理 1.4.2( 范 式 存在 定理 )” 任 一 命题 公式 都 存在 与 之 等 值 的 析 取 范式 与 合 取 范式 . 
证 明 给 出 求 范式 的 构造 性 算法 . 
(1) 消除 公式 中 的 运算 符 一 和 滞 . 
可 用 等 值 式 将 Р-О ЯР УО; РОО 置换 为 (PQ) 人 人 (QP), 或 (PAQ)V 
(PA-Q) ( 析 取 范式 ) ,或 (JPVQ)A (PVQ)( 合 取 范 式 ). 
(2) 将 -向 内 深入 到 变 元 前 面 ,用 Р 置换 一 卫 , 将 了 PAQ) 置 换 为 PV-Q,APV QQ) 置 
换 为 -PP 人-Q. 
(3) 使 用 分 配 律 将 公式 变 为 所 需 的 范式 . 
PA(QVRS(PAQV (PAR); ( 析 取 范式 ) 
PV (QAR)S(PVQ Л (РУК). ( 合 取 范 式 ) 
例 1.4.2 ЖОРУ) К) Р 的 析 取 范式 和 合 取 范式 . 
解 〈((PVQ) 一 R) 一 PP 全 -CCPVQ)VR)VP 
© (РУФ) Л-К) ҮР 
SO(PVQVP)A (RVP) ( 合 取 范式 ) 
SG(PVQ ЛРУ В) ( 合 取 范式 ) 
仿 (PA-R)V (QA-R)VP ( 析 取 范式 ) 


1.4 范式 Ф 
SPV (QA-R). ( 析 取 范式 ) 


由 上 例 看 出 ,一 个 公式 的 析 取 范式 或 合 取 范式 不 是 唯一 的 ,但 它们 是 等 值 的 . 利用 合 取 
范式 和 析 取 范式 可 以 判别 命题 公式 中 的 重 言 式 和 了 矛盾 式 . 

定理 1.4.3 (1) 一 个 析 取 范式 是 矛盾 式 当 且 仅 当 它 的 每 个 简单 合 取 式 都 是 矛盾 式 ; 

(2) 一 个 合 取 范 式 是 重 言 式 当 且 仅 当 它 的 每 个 简单 析 取 式 都 是 重 言 式 . 

证 明 留 作 练 习 , 读 者 自行 证 明 . 

例 1.4.3 判断 XPVR)VAQA- 民 )VP 是 否 为 重 言 式 或 蔬 盾 式 . 

解 APVR)VAQA_R)VPSS(PA-R)V-QVRVP ( 析 取 范式 ) 

合 (JPV-QVRVP)A(-RV-QVRVP).( 合 取 范 式 ) 

由 于 上 例 中 的 析 取 范式 共有 4 个 合 取 式 ,但 每 个 简单 合 取 式 都 不 是 矛盾 式 , 故 公式 不 是 
矛盾 式 , 但 无 法 判定 是 否 是 重 言 式 , 所 以 继续 求 出 合 取 范 式 . 合 取 范 式 的 两 个 简单 析 取 式 都 
各 有 一 个 变 元 及 其 否定 同时 出 现 , 所 以 每 个 简单 析 取 式 都 是 重 言 式 , 故 公式 是 重 言 式 . 


1.4.2 主 范式 


虽然 可 以 利用 范式 来 判断 公式 的 类 型 ,但 是 由 于 范式 的 形式 并 不 唯一 ,此 种 方法 有 时 不 
是 很 有 效 . 为 了 进一步 研究 命题 公式 ,下 面 引入 主 范式 的 概念 . 

定义 1.4.3 ”在 含有 nn 个 命题 变 元 的 简单 合 取 式 ( 简 单 析 取 式 ) 中 ,车 每 个 命题 变 元 和 
它 的 否定 不 同时 出 现 , 而 二 者 之 一 必 出 现 且 仅 出 现 一 次 , 且 第 i 个 命题 变 元 或 它 的 否定 式 出 
现在 从 左 算 起 的 第 i 位 上 ( 若 命题 变 元 无 角 标 , 按 字典 顺序 排列 ) , 称 这 样 的 简单 合 取 式 ( 简 
单 析 取 式 ) 为 极 小 项 ( 极 大 项 ). 

由 定义 知 极 小 项 , 极 大 项 有 以 下 性 质 : 

С) nn 个 命题 变 元 可 构成 2" 个 极 小 项 ( 极 大 项 ). 

(2) 每 个 极 小 项 仅 有 一 个 成 真 赋值 ,其 余 2" —1 个 赋值 均 为 成 假 赋值 ;每 个 极 大 项 仅 有 
一 个 成 假 赋值 ,其余 2 一 1 个 赋值 均 为 成 真 赋值 . 

СЗ) 若 极 小 项 的 成 真 赋值 对 应 的 位 二 进 制 数 转 化 为 十 进 制 数 为 了 , 记 对 应 的 极 小 项 为 
т, Е) А.т, Л т; 50. 

(4) 若 极 大 项 的 成 假 赋值 对 应 的 位 二 进 制 数 转化 为 十 进 制 数 为 i, 记 对 应 的 极 大 项 为 
М, ,i#j 时 ,M;V Mi 全 1. 


(5) 全 体 极 小 项 的 析 取 恒 为 1, 全体 极 大 项 的 合 取 恒 为 0, 即 VS1 ЛМ. 
以 上 性 质 在 表 1.4.1 上 看 得 很 清楚 . 


表 1.4.1 
极 小 项 极 大 项 
公式 аы 名 称 公式 ты 名 称 
Р Q Р. 9 
PA-Q 0 0 mo PVQ 0 0 М 
PAQ 0 1 т PV-Q 0 1 М, 
PA-Q 1 0 mz РУО 1 0 М, 
PAQ 1 1 тз РУ 1 1 М; 
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表 1.4.1 为 两 个 变 元 P,Q 形成 的 极 小 项 \ 极 大 项 . 

读者 也 可 以 根据 定义 绘制 出 含 三 个 或 nn 个 命题 变 元 的 极 小 项 、 极 大 项 的 表 . 

定义 1.4.4 (1) 若 命题 公式 是 由 若干 不 同 的 极 小 项 构成 的 析 取 范式 , 则 称 为 主 析 取 
范式 ; 
(2) 车 命题 公式 是 由 若干 不 同 的 极 大 项 构成 的 合 取 范式 , 则 称 为 主 合 取 范 式 ; 

(3) 主 析 取 范式 与 主 合 取 范式 统称 为 主 范式 . 

规定 主 范式 均 按 极 小 项 或 极 大 项 的 下 标 从 小 到 大 的 顺序 排列 . 规定 矛盾 式 的 主 析 取 范 
式 为 0, 重 言 式 的 主 合 取 范 式 为 1. 

定理 1.4.4( 主 范式 存在 与 唯一 性 定理 ) ”任何 含有 个 命题 变 元 的 命题 公式 A 都 存在 
与 之 等 值 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范式 ,并 且 是 唯一 的 . 

证 明 这 里 只 证 主 析 取 范式 的 存在 性 和 唯一 性 . 

若 命 题 公式 A 是 矛盾 式 , 则 它 的 主 析 取 范 式 为 0. 以 下 设 A 不 是 矛盾 式 . 

由 定理 1. 4.2,A 存在 与 之 等 值 的 析 取 范式 A', 先 求 出 A" ,然后 继续 下 面 的 构造 算法 . 

(1) 展开 : 车 A’ 的 某 个 简单 合 取 式 A; 中 不 含 命题 变 元 pj; ,也 不 含 -yp; ,将 A; 展开 如 下 : 

АА, M1SA Л (р; У р; ) СА, Лр) УСА, Л-р,). 

继续 这 个 过 程 直 到 所 有 的 简单 合 取 式 都 含 ”个 命题 变 元 或 它 的 否定 . 

(2) 消去 : 将 重复 出 现 的 命题 变 元 以 及 极 小 项 和 矛盾 式 都 消去 ,如 用 户 代替 p; Л pi sm 
代替 т, У т, ,0 代替 矛盾 式 等 . 

(3) 排序 : 将 极 小 项 按 下 标 从 小 到 大 的 顺序 排列 . 

唯一 性 ”假若 A 存在 两 个 与 之 等 值 的 主 析 取 范 式 B УС, ВС. 由 于 B 与 C 是 不 
同 的 主 析 取 范式 ,不 妨 设 极 小 项 т; 只 出 现在 B 中 而 不 出 现在 C 中 ,于 是 角 标 i 的 二 进 制 表 
т В 的 成 真 赋值 ,而 为 C 的 成 假 赋值 ,这 与 Вес л, ВУС. 

定理 1.4.5 设 m 与 M; 是 命题 变 元 pi1,ps，…,p， 形成 的 极 小 项 和 极 大 项 , 则 

SOM;, MOm;. 

证 明 由 极 小 项 与 极 大 项 的 定义 可 知 , 极 小 项 的 成 真 赋值 恰 为 同 下 标的 极 大 项 的 成 假 
赋值 ,反之 亦 然 ,于 是 有 定理 的 结论 . 

定理 1.4.6 设 公式 A 的 主 析 取 范式 为 Ат, Ут, Ve Vm 的 充 要 条 件 是 ,A 的 主 
ВОВА АМ, ЛМ, Л ЛМ, :其 中 令 As 一 全 An 一 人 jj 
下 标 集 之 间 有 关系 A-.UAn={0,1,2,…,2" 一 1) НА. ПАн= 6. 

证 明 由 极 小 项 与 极 大 项 的 定义 ,公式 A 的 主 析 取 范式 中 每 个 极 小 项 对 应 A 的 一 个 成 
真 赋 值 , 设 公式 A 有 ; 个 成 真 赋值 , 则 A 的 主 析 取 范 式 有 ; 个 极 小 项 ,在 2" 个 赋值 中 A 的 
成 假 赋值 有 2" — 5 个 ,成 真 赋值 与 成 假 赋值 对 应 的 十 进位 数 分 别 是 极 小 项 与 极 大 项 的 下 标 ， 
因此 有 公式 成 立 . 

例 1.4.4 求 命题 公式 PQ 的 主 析 取 范 式 与 主 合 取 范式 ,指出 它 的 成 真 赋值 和 成 假 
赋值. 

解 ” 本 公式 是 含 二 个 变 元 的 公式 . 

(1) P>QSOPVQ (成 假 赋 值 10 对 应 2) 

SOM,. ( 主 合 取 范式 ) 
(2) 由 主 析 取 与 主 合 取 的 关系 得 A 的 主 析 取 范 式 


А Өт Ут, Мт; ( 主 析 取 范式 ) 
=(-РЛ-9) У (了 AQ)VCPAQ). 
公式 РО 的 成 真 赋值 为 00,01,11, 成 假 赋值 为 10. 
在 求 主 析 取 范式 与 主 合 取 范 式 时 ,哪个 易 求 先 求 哪个 ,然后 再 利用 定理 1. 4. 6 求 另 一 种 
主 范式 . 
例 1.4.5 ЖА (РОК 的 主 析 取 范式 与 主 合 取 范式 . 
解 〈1) 求 主 析 取 范式 
(P>QO = Ке(РЛ-ӘЛ-К)Ә У (PAR)V (QAR), 
РЛ-ОЛ Кет, , 
了 AR 全 了 了 人 (-QVQ) AR 
SPA-QAR)V (CPPAQAR) 
Өт, М т;, 
ОЛК 全 (PVP)AQAR 
S(PAQAR)V (PAQAR) 
Өт; М т; . 
(Р 9) Кет, М т; М т, М ть. 
(2) 求 主 合 取 范 式 
(Р 9) PRS(PVR)A(-QVR)A(PVQV Ж), 
PVQV кем; , 
PVRSOPV (QA-Q VR 
S(PVQVR)A(PV-QVR) 
ем, 人 M: ， 
-QVRSO(PA-P)V-QVR 
SO(PV-QVR)A(-PV-QVR) 
ем, ЛМ. , 
(Р--9) Кем, ЛМ, ЛМ; Л Ме. 
例 1.4.6 判断 (PVQ) 一 R 的 类 型 . 
解 〈(PVQ) 一 R 全 <PVQ)VR 
兮 (了 P 人 -Q)VR 
= ((-РЛ-0) Л КУК) У (PVP Л СОМ) ЛК) 
(-РЛ-ОЛ-К) У (-РЛ-ОЛК)> У (-РЛЯЛЮУ 
(PA-QAR)V (PAQAR) 
бт, М т, Мт: М т; М т;. 
该 公式 为 可 满足 式 . 
判断 公式 的 类 型 ,公式 是 否 等 值 ,可 以 用 真 值 表 、 等 值 演算 、 主 范式 三 种 方法 . 
真 值 表 与 主 范式 有 一 对 一 的 对 应 关系 ,通过 真 值 表 立即 可 写 出 公式 的 主 范式 . 同样 通 
过 主 范式 ,立即 可 给 出 公式 的 真 值 表 . 
总 结 以 上 讨论 有 : 
(1) 重 言 式 的 主 析 取 范 式 包 含 所 有 (2" 个 ) 极 小 项 , 它 的 主 合 取 范 式 为 1. 


第 1 章 命题 逻辑 


(2) 矛盾 式 的 主 合 取 范式 包含 所 有 (2" 个 ) 极 大 项 , 它 的 主 析 取 范 式 为 0. 

(3) 命题 公式 的 主 析 取 范式 中 极 小 项 的 个 数 大 于 0, 或 主 合 取 范 式 中 极 大 项 的 个 数 小 于 
2 , 则 公式 为 可 满足 式 . 

(4) nn 个 命题 变 元 的 命题 公式 A 的 主 析 取 范式 中 极 小 项 的 个 数 与 主 合 取 范 式 中 极 大 项 
的 个 数 之 和 为 2”, 且 极 小 项 的 下 标 集 与 极 大 项 的 下 标 集 之 并 为 {0,1,2,…,2" 一 1) ,交集 为 
空 集 . 

(5) 等 值 的 命题 公式 有 相同 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 . 

(6) nn 个 变 元 的 主 析 取 范式 ( 主 合 取 范 式 ) 共 有 27 种 ,有 无 穷 多 个 等 值 公式 对 应 同一 个 
主 析 取 范式 ( 主 合 取 范 式 ). 


1.5 联结 词 完备 集 


定义 1.5.1 ЖЕ. (0,1)"* 一 {0,1) 为 元 真 值 函 数 . 
定义 1.5.2 (1) 与 非 联 结 词 , 记 号 , 读 作 了 与 Q 的 否定 , 记 作 P14Q.PtQSAPAQ; 
(2) 或 非 联 结 词 , 记 号 y Е: РКО 的 否定 , 记 作 PYyQ.PyQSAPVQ). 
nn 个 命题 变 元 可 构成 2” 个 不 同 的 真 值 函 数 , 含 一 个 命题 变 元 P 的 一 元 真 值 函 数 共 有 4 
个 , 见 表 1.5.1, 含 两 个 命题 变 元 P,Q 的 二 元 真 值 函 数 共 有 16 个 , 见 表 1. 5. 2. 
表 1.5.1 一 元 真 值 函 数 表 


Р ЕФ Е Е Е 
0 0 0 1 1 
1 0 1 0 1 


1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 


1.5.2 给 出 16 个 二 元 联结 词 : 

(1) Е 表示 矛盾 式 0;FI9 表示 重 言 式 1. 
(2) ЕО 表示 РЛО; Е? 表示 PVQ. 

(3) ЕРЕЖ Q->P;F 人 表示 Р. 

(4) F2 表 示 -P 了 ;Ff 表示 -Q. 

(5) Е» 表示 PQ. 

(6) ЕР Еж Р;Е® 表示 О. 

(7) ЕР 0Р0); Е 表示 -KQ-~P). 
(8) Fs? 表示 (PA-Q) У (-PAQ). 


1.5 联结 词 完备 集 


(9) ЕО 表示 Ру ОРУ Q) ,或 非 联结 词 . 

(10) Е ж PQSAPAQ), 与 非 联结 词 . 

通过 真 值 函 数 可 以 看 出 ,每 个 真 值 函 数 可 以 找到 许多 与 之 等 值 的 命题 公式 ,如 Ff? 是 
二 元 矛盾 式 的 代表 ,所 有 二 元 矛盾 式 均 与 之 等 值 . 每 个 真 值 函 数 与 唯一 的 主 析 取 范式 ( 主 合 
取 范 式 ) 等 值 , 即 每 个 真 值 函数 有 无 穷 多 个 与 之 等 值 的 命题 公式 . 

关于 联结 词 ,前 面 已 学 习 过 了 一 个 一 元 联结 词 ( 否 定 ), 四 个 二 元 联结 词 ,根据 二 元 真 值 
函数 表 还 可 以 定义 二 元 联结 词 .它们 都 可 以 用 现 有 的 五 个 联结 词 来 表示 ,实际 上 还 可 以 用 五 
个 联结 词 的 一 部 分 来 表示 所 有 的 二 元 联结 词 . 

随 着 命题 演算 在 电子 线路 及 程序 设计 语言 中 的 大 量 使 用 ,近来 又 出 现 了 几 个 常用 的 二 
元 联结 词 ,当然 也 包含 在 16 个 二 元 联结 词 之 内 . 

定义 1.5.3 在 联结 词 集合 中 ,车 一 个 联结 词 可 以 由 集合 中 其 他 联结 词 来 定义 , 则 该 联 
结 词 称 为 宛 余 联结 词 ,否则 称 为 独立 联结 词 . 

定义 1.5.4 3S 为 联结 词 集合 , 若 满足 : 

(1) 任何 命题 公式 都 可 以 仅 使 用 $ 中 的 联结 词 表示 , 称 S 为 联结 词 完 备 集 ; 

(2) 若 S 中 不 含 任何 宛 余 联结 词 , 且 满足 (1) , 称 S 为 最 小 联结 词 完 备 集 . 

定理 1.5.1 SS 二 {人 ,V } 是 联结 词 完备 集 . 

证 明 ”因为 任何 命题 公式 都 与 一 个 主 析 取 范式 等 值 , 主 析 取 范式 中 仅 含 人,V ,所 以 
S 是 联结 词 完备 集 . 

推论 以 下 联结 词 集 都 是 联结 词 完备 集 . 

(1) {> A,V ,>); 

(2) {— Л, \,-,->}; 

(3) {Л}; 

(4) (У); 

(5) (=). 

证 明 留 作 练习 ,读者 自 证 . 

可 以 证 明 , 恒 取 0 的 真 值 函数 , 即 命题 公式 的 矛盾 式 ,不 能 用 仅 含 联结 词 A, V ,一 ,一 的 
公式 表示 ,因而 集合 { A, V ,一 ,**} 不 是 联结 词 完备 集 , 由 此 可 知 它 的 任何 子 集 也 不 是 联结 
词 完 备 集 . 

设 S, ,S, 是 两 个 不 同 的 联结 词 完备 集 , 用 5, 中 的 联结 词 构成 的 任何 公式 都 可 以 等 值 
转化 为 用 S, 中 的 联结 词 构成 的 公式 ,反之 亦 然 ,于 是 可 以 构造 只 含 某 个 确定 联结 词 完 备 
集中 的 联结 词 的 公式 集 族 形式 . 如 将 公式 转化 为 主 析 取 范式 , 则 所 用 联结 词 完 备 集 为 
(一 人 ,V ,一 ,一 .事实 上 ,{ 一 人 } (一 V),{ 一 一 } 都 是 最 小 联结 词 完 备 集 . 

定理 1.5.2 联结 词 集 { y },{ 人 } 都 是 联结 词 完备 集 . 

证 明 (0, 人 ,V ) 完 备 , 只 需要 证 其 中 的 每 个 联结 词 均 可 由 人 表示 即 可 . 
PEAPAPSOP¢P, 
(PAMS—APAOMSOAPIOSOCPHOY ^ (РАО), 

(РУО) РУ )=—-Р Л-9)=-Р А QOPIP (ОАО). 
所 以 { 个 } 是 联结 词 完备 集 . 类 似 可 证 { y } 也 是 联结 词 完备 集 . 
联结 词 集 { y }, 个 } 在 大 规模 集成 电路 中 有 重要 的 应 用 . 
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1.6 命题 演算 的 推理 理论 


推理 是 从 前 提出 发 依据 推理 规则 得 出 结论 的 思维 过 程 . 推理 分 为 演绎 推理 和 归纳 推理 
两 类 . 凡 前 提 和 结论 的 联系 是 必然 的 ,此 类 推理 为 演绎 推理 ,否则 称 为 归纳 推理 . 数理 逻辑 主 
要 研究 演绎 推理 . 推理 对 于 计算 机 科学 的 程序 验证 ,定理 的 机 械 化 证 明和 人 工 智 能 都 是 十 分 
重要 的 . 

定义 1.6.1 推理 的 前 提 是 已 知 命题 公式 的 集合 ,结论 是 推出 的 一 个 公式 ,推理 形式 表 
示 为 


{Ai,A:,…,A,} В. 

НРА (А.А, ,A,) 是 命题 公式 的 集合 ,公式 В 是 结论 ,符号 表示 推出 . 

定义 1.6.2 对 推理 形式 {Ai,As,,…,A,) В.А, ,A,,…,A,,B 的 任意 一 个 赋值 ， 
ВЕЛ, ЛА, Л. ЛА, 为 假 ,或 当 А, ЛА, Л ЛА, 为 真 时 ,B 也 为 真 , 则 称 推理 是 有 效 的 或 
正确 的 ,并 称 已 是 有 效 结论 .此 时 记 为 卫 B ,否则 称 推理 是 无 效 的 , 记 作 厂 B ,其 中 = {Al， 
AAA) 

说 明 : (1) 前 提 是 有 限 公式 的 集合 ,前 提 中 的 公式 无 次 序 关系 . 

(2) 对 任意 一 组 赋值 ,前提 和 结论 的 取 值 情况 有 4 种 : 


前 提 А, ЛА: 和 人 … 人 A， 结论 В 
0 0 
0 1 
1 0 
1 1 


除 前 提 真 结论 假 的 情况 外 ,其 余 三 种 赋值 都 使 推理 是 有 效 的 或 正确 的 . 
(3) 由 以 上 叙述 可 知 ,推理 正确 不 保证 结论 是 真 的 . 
定理 1.6.1 推理 {A, ,A:,…',A,} 上 已 是 有 效 的 当 且 仅 当 Al; ЛА, 入 … 人 A, 一 忆 为 重 


证 明 ”必要 性 . 设 {Al,A,,…,A,}FB 是 有 效 的 ,由 定义 知 ,对 命题 变 元 的 任意 一 组 赋 
Ш, ЖАН А, ЛА, Л ---ЛА, 为 真 .B 为 假 的 情况 ,因而 A 人 As 人 … 人 A, 一 B 为 重 言 式 . 
充分 性 . ЖА, ЛА, Л ЛА, В 为 重 言 式 , 则 对 任何 赋值 ,此 蕴含 式 为 真 ,因而 不 会 出 
现 前 件 真 .后 件 假 的 情况 ,因此 推理 也 是 有 效 的 . 
推理 正确 时 ,可 将 {Al,A;,…,A,) B 记 为 
А, ЛА, Л---ЛА,=>В (1.6.1) 
推理 的 形式 结构 可 以 记 为 
(А, ЛА, Л --- ЛА, >В (16:2) 
也 记 为 
前 提 : А.А ,°° A 
结论 : B. (1.6.3) 


1.6 命题 演算 的 推理 理论 © 


论证 推理 是 否 正确 就 是 判断 (1. 6. 2) 式 是 否 为 重 言 式 . 判断 的 方法 有 三 种 : 真 值 表 法 、 
等 值 演算 法 、 主 析 取 ( 合 取 ) 范 式 法 . 

例 1.6.1 判断 下 列 各 个 推理 是 否 正确 . 

(1) 前 提 : (РЛ-Р>-—-—К,РЛ-Р; 2%. -К. 

(2) 前 提 : PVRVQ,-Qi; 结 论 : РУК. 

(3) 前 提 : P,Q-~P; 结 论 : О. 

证 明 (1) (((РЛ-р) =) Л‹РЛ-р)) +8 0-8 


Ol. 

故 推理 (1) 正 确 . 

(2) ((PVR)VQA-Q>(PVRIS((PVR)AQV (QA-Q)>(PVR) 
S((PVR)A-Q)>(PVR) 
еі. 

故 推理 (2) 正 确 . 


(3) (РЛ (9-Р)) +09 (РЛ СОУР)) +9 
SAPA(-QVP)VQ 
SPVAQRVPVQ 
SPV(QA-P)VQ 
SPVQ. 

当 P 为 1,Q 为 0 时 ,蕴含 式 为 0, 所 以 推理 (3) 不 正确 . 

例 1.6.2 判断 下 列 各 个 推理 是 否 正确 . 

(1) 今天 乔 燕 或 去 看 电影 或 去 游泳 ,她 没 去 看 电影 . 所 以 ,她 去 游泳 了 . 

(2) 若 下 午 气温 超过 30C , 则 石 晶 必 去 游泳 . 若 她 去 游泳 ,她 就 不 去 看 电影 了 , 所以， 

若 石 晶 没 去 看 电影 ,下 午 气温 必 超 过 了 30°С. 

解 (ШИР. ЛЕНУ. О. АХ. 

前 提 : РУО,-Р; 

结论 : Q. 

推理 的 形式 结构 : ((PVQ) A-P) 一 Q. 

用 等 值 演算 法 去 判断 上 式 是 否 为 重 言 式 . 

((РУО)Л-Р)—0 = ((РЛ-Р>\ (QAP) >Q 
=(ОЛ-Р)—0 
SAQA-P)VQ 
S-QVPVQ 
е1. 

故 推理 (1) 正 确 . 

(2) ЁР: 下 午 气温 超过 30C. О: 石 晶 去 游泳 .R: 石 晶 去 看 电影 . 

前 提 : Р->9,.9—>-К; 

结论 : КР. 

推理 的 形式 结构 : ((P 一 Q) Л (9—-К>)—(-К-—Р). 

用 主 合 取 范式 法 判断 上 式 是 否 为 重 言 式 . 
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((P>Q) A(Q>-R))—>(-R>P)SA(PVQOACQV -RV (КУР) 
S((PA-QV (QAR)V (КУР) 
ӨРҮК. 
不 是 重 言 式 , 所 以 推理 (2) 不 正确 . 


1.7 自然 推理 系统 N 中 的 形式 证 明 


判断 推理 是 否 有 效 有 三 种 方法 : 真 值 表 、 等 值 演算 法 和 主 析 取 ( 合 取 ) 范 式 法 . 当 推 理 
中 包含 的 命题 变 元 较 多 时 ,上 述 方法 演算 量 过 大 ,因此 对 由 前 提 推 出 结论 的 正确 推理 应 寻求 
简洁 严谨 的 证 明 . 证 明 必须 在 形式 系统 中 进行 ,形式 系统 有 两 部 分 ,一 部 分 是 表述 命题 公式 
的 形式 语言 ,一 部 分 是 由 形式 语言 表述 的 公理 和 推理 规则 . 

定义 1.7.1 一 个 描述 推理 过 程 的 命题 公式 序列 ,其 中 每 个 公式 或 者 是 已 知 命题 公式 ， 
或 者 是 某 些 前 提 推 出 的 结论 ,序列 中 最 后 一 个 命题 公式 就 是 推理 的 有 效 结论 , 称 这 个 公式 序 
列 为 形式 证 明 . 

定义 1.7.2 一 个 形式 系统 了 可 由 4 部 分 组 成 : 

(1) 非 空 字母 表 集 , 记 作 A(D; 

(2) A(D 中 的 符号 构造 的 合式 公式 集 , 记 作 ЕСО; 

(3) E( 了 7) 中 一 些 特殊 的 公式 组 成 的 公理 集 , 记 作 А, С; 

(4) 推理 规则 集 , 记 作 КСР). 

可 将 工 记 为 四 元 组 (A(D ,ECTD ,ACTD,RCD) ,其 中 (ACD,E(CTD 是 形式 语言 系统 而 
《4A:(CTD,RCD 为 工 的 形式 演算 系统 . 

形式 系统 一 般 分 为 两 类 ,一 类 是 自然 推理 系统 , 它 是 从 任意 给 定 的 前 提出 发 ,应 用 系统 
的 推理 规则 进行 推理 演算 ,得 到 的 最 后 的 命题 公式 是 推理 结论 . 另 一 类 是 公理 推理 系统 , 它 
只 能 从 若干 给 定 的 公理 出 发 ,应 用 系统 中 的 推理 规则 进行 推理 演算 ,得 到 的 结论 是 系统 中 的 
重 言 式 , 称 为 系统 中 的 定理 . 

现在 介绍 自然 推理 系统 N, 它 的 定义 中 无 公理 集 部 分 . 

定义 1.7.3 自然 推理 系统 N 的 定义 如 下 : 


1. 字母 表 

(1) 命题 变 元 符号 : P,Q,R,… ,Pi,Q;,R;,… 

(2) 联结 词 符号 : 一 人 ,V ,一 ,一 . 

(3) 插 号 与 逗号 ,“(”,“)”,“,”. 

2. 合式 公式 

同 定义 1. 2. 1. 

3. 推理 规则 

(1) 前 提 引 入 规则 : 在 证 明 的 任何 步 又 上 ,都 可 以 引入 前 提 . 

(2) 结论 引入 规则 : 在 证 明 的 任何 步骤 上 ,所 得 到 的 结论 都 可 以 作为 后 继 证 明 的 前 提 
或 最 终结 论 . 

(3) 置换 规则 : 在 证 明 的 任何 步骤 上 ,命题 公式 的 子 公式 都 可 以 用 与 之 等 值 的 公式 置 
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换 , 得 到 公式 序列 中 又 一 公式 . 


(4) 代入 规则 : 在 证 明 的 任何 步骤 上 , 重 言 式 的 任何 命题 变 元 都 可 以 用 命题 公式 代 和 人 ， 


得 到 的 仍 是 重 言 式 . 


由 列 含 关系 可 得 推理 定律 . 
(5) 假 言 推理 规则 (或 称 分 离 规则 ) ,用 图 式 表示 为 
А—В 
А 
В 
(6) 附加 规则 7) 化 简 规 则 8) 拒 取 式 (9) 假 言 三 段 论 〈10) 析 取 三 段 论 
А-В А-В АУВ 
А АЛВ —в BC в 
“AVB Ee “=A ЛАС т Д 
(11) 构造 性 二 难 推理 (12) 破坏 性 二 难 推 理 (13) 合 取 引 入 规则 
А-В А-В А 
Ср ср В 
АУС BVD ЛАЛВ 
/.ВУР АУ 


推理 定律 是 由 蕴含 重 言 式 得 到 的 ,从 每 个 等 价 关 系 式 可 以 得 出 两 个 推理 定律 ,牢记 这 些 


定律 ,会 给 构造 形式 证 明 带 来 很 多 方便 . 下 面 介绍 3 种 基本 的 证 明 方法 . 


1. 直接 证 法 
例 1.7.1 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
(1) 前 提 : PVQ,Q-R,P-~S,-5; 


结论 : RACPVQ). 
(2) 前 提 : -PVQ,RV-Q,R>S; 
结论 : P>S. 
证 明 (1) Ф P-~S 前 提 引 入 
@ -5S 前 提 引 入 
® Р QO@.@ 拒 取 式 
@PVQ 前 提 引 入 
OQ @.@ 析 取 三 段 论 
© Q>R 前 提 引 入 
ФЕ @.@ 假 言 推理 
® КЛ‹РУФ) @.@ 合 取 
证 明 长 度 为 8, 最 后 为 推理 的 结论 ,所 以 推理 (1) 正确 ,RA (PV Q) 为 有 效 结论 . 
(2) DPVQ 前 提 引 入 
@ РУ 加 置换 
Q@RV-Q 前 提 引 入 
Ф ок @ 置 换 
© P-~R Q@ 、@ 假 言 三 段 论 


К» 5 前 提 引 入 


© 第 1 章 命题 逻辑 


DE=>S 回 .@ 假 言 三 段 论 
由 最 后 一 步 知 推理 (2) 正 确 ,P-~S 是 有 效 结论 . 
2. 附加 前 提 法 


定理 1.7.1( 附 加 前 提 ) ЖА, ЛА, Л--- ЛА, Л В>С, М А, ЛА, Л--- ЛА, > ВС. 
证 明 СА, ЛА; Л --- ЛА,) ВС) 6А, ЛА: Л -*- ЛА, У BVO) 
А, ЛА, A ЛА, ЛВУУС 
А, ЛА: Л --- ЛА, ЛВС, 
因此 车 前 式 为 重 言 式 ,后 式 也 为 重 言 式 ,结论 正确 . 
Ж 表示 当 结 论 是 蕴含 式 时 ,可 将 蕴含 前 件 作 为 附加 前 提 , 蕴 含 后 件 作为 结论 去 证 明 ， 


此 法 称 为 附加 前 提 法 . 
例 1.7.2 前 提 : -PV-Q.-P>R.R>-S; 
结论 : S 一 -Q. 
В 05 附加 前 提 
@ К 前 提 引 入 
9 下 @ .@ 拒 取 式 
Ф -一 R 前 提 引 入 
ОР Q@ .@ 拒 取 式 
© РУ 前 提 引 入 
@ -Q О.О = В 16 
® 5-0 .附加 前 提 回 归 
故 结论 是 有 效 的 . 


3. 归 雇 法 ( 反 证 法 ) 
反 证 法 ”是 把 结论 的 否定 作为 附加 前 提 :, 与 给 定 的 前 提 一 起 推 证 , 若 能 引出 矛盾 ,说 明 
结论 是 有 效 的 . 
ЖХ 1.7.4 设 Al,A,,…,A, 为 命题 公式 ,如 果 对 任意 的 公式 尺 , 有 
А ЛА Л ЛА, >К Л К. 
则 称 公式 Ai ,A: ,…,A, 是 不 相 容 的 ;否则 称 为 相 容 的 . 
定理 1.7.2 设 Ai,A:,…,A,,C 是 公式 , 且 Ai,A:,…,A, АЖ, А.А. 
A,,-C 是 不 相 容 的 , 则 C 是 Al,A,,…,A, 的 有 效 结论 . 
证 明 Ai,As,…,A,,- 不 相 容 ,说 明 Al1 ЛА: Л ЛА, Л С 为 矛盾 式 . 而 
(А, ЛА, Л ЛА, 9С А, ЛА, Л. ЛАЭС 
SAA ЛА, AN- ЛА, Л 0). 
А, ЛА, Л ЛА, Л С ЈАЊА, ЛА, Л ЛА, С 为 重 言 式 , 即 
(А, ЛА, Л --- ЛА, >С, 
故 推论 正确 . 
例 1.7.3 构造 推理 的 证 明 . 
前 提 : -РЛ-©; 
结论 : PAQ). 
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证 明 Ф 一 CPAQ) 结论 否定 引入 
@РЛО таж 
ФР 四 化 简 
Ф -下 人 A-Q 前 提 引 入 
= р @ 化 简 
-РЛР обвел 
Фо 矛盾 

故 结论 是 有 效 的 . 


例 1.7.4 如 果 a 是 奇数 , 则 a 不 能 被 2 整除 ;如 果 a 是 偶数 , 则 a 能 被 2 整除 . 因此 如 
Жа 是 偶数 , 则 a 不 是 奇数 . 请 使 用 多 种 方法 研究 推理 正确 与 否 . 

№ 设 P: a 是 奇数 ,Q: a 是 偶数 ,R: a 能 被 2 整除 . 

前 提 : P 一 -RR,QR; 

结论 : 9>-Р. 

推理 的 形式 结构 .((P 一 -R) 人 (QR)) 一 (Q 一 -P). 

(1) 真 值 表 法 可 解 ( 略 ) 

(2) 等 值 演算 法 

(СР) Л (9 )) 09-Р) (РУК) Л (ОУК) ҮСҮ Р) 

S(PAR)V (QA-RYV -QV TP 
S(PAR)VPV (QAR)VQ 
SO(PVR)V (QV-R) 
е1. 


(3) 主 析 取 范式 法 
(Рк) Л (9-6) ) (9-Р) Әт, М т, Мт. М т: Мт, М ms М ть М т;. 
所 以 原 公 式 为 重 言 式 


(4) 构造 证 明 

Ф P 一 下 前 提 引 入 

@ к-р 四 置换 

9 ок 前 提 引 入 

Ф 9-Р Q@.@ 假 言 三 段 论 
故 结论 是 有 效 的 . 


(5) 附加 前 提 法 
前 提 : P>-R,Q>R; 


结论 : 9-Р. 

证 明 ФО 附加 前 提 
© ок 前 提 引 入 
ок ФО 
@ P 一 下 前 提 引 入 
ОР @.@ 拒 取 式 


Q>-P 附加 前 提 回 归 
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故 结论 是 有 效 的 . 


由 例 1. 7. 4, 同 一 问题 可 用 不 同 的 方法 解决 ,但 应 注意 分 析 问题 的 结构 ,用 比较 简洁 的 


方法 证 明 . 


例 1.7.5 证 明 前 提 “ 今 天 下 午 没 有 出 太阳 并 且 今 天 比 昨天 冷 ”* 只 有 今天 下 午 出 太阳 ， 
我 们 才 去 游泳 “车 我 们 不 去 游泳 , 则 我 们 将 乘 独 木舟 游览 ”以 及 “车 我 们 乘 独 木舟 游览 , 则 
我 们 将 在 黄昏 时 回 家 ”导致 结论 “我 们 将 在 黄昏 时 回 家 ”. 

解 设 P: 今天 下 午 出 太阳 ,Q: 今天 比 昨 天 冷 ,R: 我 们 将 去 游泳 ,S: 我 们 将 乘 独 木舟 
游览 ,T: 我 们 将 在 黄昏 时 回 家 . 依 题 意 有 : 


前 提 : -РЛО,К->Р.-К->5$.5—Т; 


结论 : Т. 

证 明 Ф -РЛО 
@-Р 
©®@ КР 
Ф к 
© 6-5 
© 5 
Ф $-т 
өт 


前 提 引 入 
ФЕЯ 

前 提 引 入 
加.@ 拒 取 式 
前 提 引 入 
Ф.О 
前 提 引 入 
@.O 假 言 推理 


例 1.7.6 证 明 前 提 * 若 你 发 给 我 电子 邮件 消息 , 则 我 将 完成 编写 程序 “ 若 你 不 发 给 我 
电子 邮件 消息 , 则 我 将 早早 地 睡觉 以 及 “车 我 早早 地 去 睡觉 , 则 我 将 精力 充沛 地 醒 来 ”导致 
结论 “车 我 不 完成 编写 程序 , 则 我 将 精力 充沛 地 醒 来 ”. 

# ШР. 你 发 给 我 电子 邮件 消息 ,Q: 我 将 完成 编写 程序 ,R: 我 将 早早 地 睡觉 ,S: 我 


将 精力 充沛 地 醒 来 , 依 题 意 有 : 
前 提 : Р>О,-Р->К,К-5; 
结论 : -QS. 

证 明 Ф -Q 
@ P>Q 
® р 
Ф P=>R 
ОК 
© К--5 
Ф5 
® -9>5 
故 结论 是 有 效 的 . 


附加 前 提 

前 提 引 入 
Ф.Е 

前 提 引 入 
@、@ 假 言 推理 
前 提 引 入 

回 .@ 假 言 推理 
附加 前 提 回 归 


例 1.7.7 符号 化 下 述 论述 ,并 证 明 其 有 效 性 . 

如 果 厂 方 拒 绝 增 加 工资 , 则 轩 工 不 会 停止 ,除非 罢工 超过 一 年 并 且 工 厂 厂 长 辞职 . 厂 方 
拒绝 增加 工资 ,并 且 罢 工 又 不 超过 一 年 . 所 以 ,罢工 没有 停止 . 

解 БР. 厂 方 增加 工资 ,Q: 黑 工 停止 .R: 罢工 超过 一 年 ,S: 工厂 厂 长 辞职 , 依 题 


意 有 : 


前 提 : (КЛ5)—(-Р->-0).-РЛ-К; 


结论 : -Q. 

证 明 ФО 结论 否定 引入 
© РЛ 前 提 引 入 
Ф -Р @ 化 简 
ФК @ 化 简 
© ARNAS)>(-P>-Q) 前 提 引 入 
RV-S ФШ 
@ КЛ) @@ 置 换 
® 一 ~-Q @、O 假 言 推理 
© -Q @、@ 假 言 推理 
四 QA-Q ФБК 


自然 形式 推理 系统 仅 是 命题 逻辑 推理 系统 的 一 种 形式 ,也 是 最 基本 的 一 种 形式 推理 


系统 . 


Я 题 


一 、 将 下 列 命题 符号 化 : 


Q: 这 些 习题 很 难 ). 


1. 


1 


. 小 刘 既 不 怕 吃 苦 , 又 很 钻研 ( 令 Р. 小 刘 怕 吃苦 ,Q: 小 刘 很 钻研 ). 
. 只 有 不 怕 困 难 ,才能 战胜 困难 ( 令 Р. 不 怕 困 难 ,Q: 战胜 困难 ). 
. 整数 N 是 偶数 当 且 仅 当 М 能 被 2 整除 ( 令 P: 整数 N 是 偶数 ,Q: 整数 N 能 被 2 


. 仅 当 我 有 时 间 且 天 不 下 雨 ,我 将 去 郊游 ( 令 P: 我 有 时 间 ,Q: 天 下 雨 ,R: 我 去 郊游 ). 
. 或 者 这 个 材料 有 趣 ,或 者 这 些 习 题 很 难 , 并 且 两 者 恰 具 其 一 ( 令 P: 这 个 材料 有 趣 ， 


二 、 选 择 
下 列 语 句 中 是 命题 的 有 ( ). 
А. 请 随手 关门 ! В. 你 有 事 吗 ? 
C. 2 或 3 是 偶数 . D. 我 正在 说 谎话 . 
. 下 列 语句 中 是 命题 的 有 ( ). 
А. 火星 上 有 水 . В. 7 是 无 理 数 . 
С. ХҮ; р. 2050 年 的 元 旦 是 阴 天 . 
. 下 列 语句 中 是 原子 命题 的 有 ( 
А. 张扬 和 李 桑 是 同学 . В. 火车 大 约 晚点 二 十 分 钟 或 三 十 分 钟 . 
C. 小 王 和 小 张 都 是 三 好 学 生 . D. 你 只 能 选 202 或 301 房间 . 
.РЯО 是 命题 变 元 ,下 列 各 式 中 , 永 真 式 是 ( А 
А. P>(PVQ) В. (9-Р) ЛР 
С. (P>Q)>P р. (РЛ-Р)->@9 


. 下 面 哪 一 组 命题 公式 不 是 等 值 的 ? ( 
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命题 逻辑 
А. -(P~~Q),PA-Q В. ~-(P<>Q),(PA-Q)V (-РЛО) 
С. P>(QVR),-PA (ОУК) р. P>(QVR).(PA-Q)>R 
. 下 面 哪个 公式 是 下 重 言 式 ? ( 六 
A.(P-~Q)A(Q-~P) В. (РЛО)>Р 
С. (-РУЧ)Л—-РЛ-9) р. (РУО) 
. Ре-0ә‹ у: 
А. -Pp>(P>-Q) В. (PVQ)(-QVP) 
С. (PV-Q)A (ҮР) р. (PV-Q)A (ҮР) 
. 下 列 不 是 联结 词 完备 集 的 是 ( ). 
А. 5, ={—, Л,М,) В. $: ={—Л,\,-—,<>} 
С. $,={—/} О. 5={—} 
. 下 列 是 极 小 联结 词 完备 集 的 是 ( А 
А. Si 一 (一 人 ,V} В. 5, ={-} 
С. $:={$} р. $, ={— 4 } 
、 分 别 给 出 下 列 公式 的 成 真 赋值 和 成 假 赋值 : 
. (РЛОЛ-Ю). 
(РЛО)—(Р->В). 
. РҮ 0. 
. РҮ) -=09. 
. (P>Q) A-Q=> ( 拒 取 式 ). 
. (PVQ) A-P= ( 析 取 三 段 论 ). 
. (Р=9) A (9>К)=> ( 假 言 三 段 论 ). 
. (P>Q)AP=> ( 假 言 推理 ). 
. (РЛ@)> (化 简 律 ). 
. Р> (附加 律 ). 
、 列 出 下 列 公式 的 真 值 表 , 并 判断 下 列 公式 的 类 型 : 
. (РУК) Л (P—>Q). 
. (РЛ-О) ЛР. 
. 9 (PVQ). 
、 简 答 
. n 个 命题 变 元 的 命题 公式 可 以 列 出 多 少 个 不 同 的 真 值 表 . 
. 设 P,Q 均 为 真 ,R,S 均 为 假 , 求 复合 命题 (PR)(-Q~5) 的 真 值 . 
. 已 知 命题 公式 A (P.Q.R)(A 是 关于 命题 变 元 P,Q.R 的 公式 ) 为 永 假 式 , 请 给 出 公 


式 的 主 合 取 范式 . 


4. 


如 命题 公式 В (P,Q)(B 是 关于 命题 变 元 P,Q 的 公式 ) 为 永 真 式 , 请 给 出 公式 的 主 


析 取 范式 . 


5. 
6. 


设 P,Q 为 命题 变 元 ,请 给 出 公式 (-P*>Q) 的 主 析 取 范式 . 
设 公式 A 含有 命题 变 元 P,Q,R, 如 A 的 主 合 取 范式 为 Mo。 人 M; ЛМ, 人 Mi ,请 给 出 


习题 1 


A 的 主 析 取 范式 . 

7. 已 知 公式 A 含有 三 个 命题 变 元 P,Q,R, 并 且 它 的 成 真 赋值 为 000,001,110, 请 给 出 
A 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范式 . 

七 、 用 等 值 演 算法 证 明 下 面 的 等 值 式 : 

1. (P>QV (P>R)SP— (QVR). 

2. (9—Р)Л (QPR) ЛКеРЛОЛК. 

д, 分别 用 等 值 演算 法 、 真 值 表 法 用 求 下 列 命 题 公 式 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 : 

1. (P+>Q)—R. 

2. (ОУК) = (Р). 

3. =(=0Р9)) У (-9>-Р). 

4. P>((QAR)A (РУ (-QA-R))). 

九 、 某 公司 要 从 赵 、 钱 、 孙 、 李 、 周 五 名 新 毕业 的 大 学 生 中 选派 一 些 人 出 国学 习 , 选 派 必 
须 满足 以 下 条 件 : 

(1) 若 赵 去 , 钱 也 去 ; 

(2) 李 周 两 人 中 必 有 一 人 去 ; 

(3) 钱 , 孙 两 人 中 去 且 仅 去 一 人 ; 

(4) 孙 , 李 两 人 同 去 或 同 不 去 ; 

(5) 若 周 去 , 则 赵 、 钱 也 同 去 . 

试 分 析 该 公司 如 何 选派 他 们 出 国 . 

十 、 判断 下 列 推理 是 否 正确 ,并 证 明之 : 

1. 如 果 王 红学 过 英语 和 法 语 , 则 她 学 过 日 语 , 可 她 没 学 过 日 语 ,但 学 过 法 语 ,所 以 ,她 也 
学 过 英语 . ( 设 Р. 王 红 学 过 英语 ,Q: 王 红 学 过 法 语 ,R: 王 红 学 过 日 语 . ) 

2. 若 小 李 是 文科 学 生 , 则 他 爱 看 电影 . 小 李 不 是 文科 学 生 , 所 以 他 不 爱 看 电影 . ( 设 Р. 
小 李 是 文科 学 生 ,Q: 小 李 爱 看 电影 . ) 

Г. 在 自然 推理 系统 中 构造 下 面 的 推理 证 明 : 

1. 前 提 : РЛО),9—-К,В; 

结论 : -Р. 

2. 前 提 : P>R,Q>S,P.,Q; 

结论 : RAS. 

3. 前 提 : -PV (QR),SP,Q; 

结论 : к—>5. 

4. 前 提 : -~Q, -PVR,Q-S; 

结论 : -5—К. 

十 二 、 在 自然 推理 系统 已 中 ,构造 下 面 用 自然 语言 给 出 的 推理 . 

若 小 张 喜欢 数学 , 则 小 李 或 小 赵 也 喜欢 数学 . 若 小 李 喜 欢 数学 , 则 小 李 也 喜欢 物理 . 小 张 
确实 喜欢 数学 ,可 小 李 不 喜欢 物理 ,所 以 小 赵 喜 欢 数学 . СР. 小 张 喜欢 数学 , Q: 小 李 喜 欢 数 
学 ,R: 小 赵 喜 欢 数学 ,S: 小 李 喜 欢 物理 . ) 


在 命题 逻辑 中 ,主要 研究 命题 和 命题 演算 ,其 基本 组 成 单位 是 原子 命题 ,并 把 它 看 作 是 
不 可 再 分 解 的 . 但 是 ,原子 命题 实际 上 还 是 可 以 作 进一步 分 析 的 ,特别 是 两 个 原子 命题 之 间 ， 
常常 有 一 些 共性 ,为 了 刻画 命题 内 部 的 逻辑 结构 ,我 们 需要 研究 一 阶 逻 辑 . 此 外 ,命题 逻辑 的 
推理 中 有 着 很 大 的 局 限 性 ,一 些 简单 的 推理 也 不 能 用 命题 逻辑 进行 推 证 . 例如 : 

所 有 的 人 都 是 要 死 的 ; 苏 格 拉 底 是 人 ;所 以 苏 格 拉 底 是 要 死 的 . 

这 是 著名 的 苏 格 拉 底 三 段 论 ,在 命题 中 无 法 进行 推理 ,因此 我 们 有 必要 对 命题 的 内 部 关 
系 进行 深入 的 研究 . 


2.1 一 阶 逻辑 基本 概念 


简单 命题 是 具有 确切 真 值 的 陈述 句 ,在 一 阶 逻 辑 演算 中 ,将 进一步 分 解 简单 命题 为 个 体 
词 ( 主 语 ) 与 谓词 (谓语 ) 两 部 分 . 

定义 2.1.1 研究 对 象 中 可 以 独立 存在 的 事物 称 为 个 体 . 个 体 可 以 是 具体 的 也 可 以 是 
抽象 的 ,如 梨子、 实数 .计算 机 、 小 李 、 中 国 等 都 是 个 体 . 

表示 具体 的 、 特 指 的 个 体 词 , 称 为 个 体 常 元 ,常用 小 写字 母 ,0,c,… 表 示 ; 表 示 泛 指 的 
或 在 一 定 范围 内 变化 的 个 体 词 , 称 为 个 体 变 元 ,常用 小 写字 母 x,y,x,… 表 示 ; 个 体 变 元 的 取 
值 范围 为 个 体 域 ,常用 DD 表示. 

个 体 域 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 . 由 宇宙 间 的 一 切 事物 组 成 的 个 体 , 称 为 全 总 个 体 域 . 若 
无 特别 声明 ,个 体 域 均 指 全 总 个 体 域 . 

定义 2.1.2 用 来 刻画 个 体 词 的 性 质 以 及 个 体 词 之 间 相互 关系 的 词 , 称 为 谓词 . 谓词 常 
用 P,Q,R,… 来 表示 . 表示 具体 确定 意义 的 性 质 或 关系 的 谓词 , 称 为 谓词 常 项 ;表示 泛 指 的 
抽象 的 性 质 与 关系 的 谓词 , 称 为 谓词 变 项 . 谓词 中 包含 个 体 变 元 的 个 数 称 为 谓词 的 元 数 . 

例 2.1.1 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 老虎 是 动物 . 

(2) 5 大 于 3; 

(3) 王 平 与 李 艳 是 同学 . 

(4) 武汉 位 于 北京 和 广州 之 间 . 

(5) #2 МР у Ву 小 于 =: 则 工 小 于 =. 

解 (1) F(Cz): 工 是 动物 ,z 是 个 体 变 元 ,a: 老虎 . 问题 符号 化 为 F(a). 

(2) G(z,y): 工 大 于 y,a: 5,0: 3. 问题 符号 化 为 G(a,b). 
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(3) H(z,y): х уу 是 同学 ,c: 王 平 ,d: 李 艳 , 问 题 符号 化 为 H(c,d). 

(4) ТС, у.х): х Ру Ш 之 间 ,a: 武 汉 ,6: 北京 ,c: 广州 . 问题 符号 化 为 TCa,6,c). 

(5) Р(т,у): х ФАТ у. 符号 化 为 (PC(z,y) 人 PCy,z)) 一 P(zyz). 

从 数学 角度 看 ,谓词 是 以 个 体 域 为 定义 域 ,以 {0,1) 为 值 域 的 函数 . 

有 时 将 不 带 个 体 变 元 的 谓词 称 为 0 元 谓词 . 如 F(a),G(a,6b) 等 都 是 0 元 谓词 . Ч Е,С 
为 谓词 常 项 时 ,0 元 谓词 为 命题 ,因此 命题 逻辑 中 的 命题 都 可 以 表示 成 0 元 谓词 ,因而 可 将 
命题 看 成 特殊 的 谓词 . 

分 析出 个 体 词 和 谓词 后 , 仍 不 足以 表达 各 种 逻辑 关系 问题 ,关键 是 没有 引入 “所 有 的 ” 
“全 体 * 有 的 有些" 这 些 全 称 量词 和 特 称 量词 . 

定义 2.1.3 (1) 表示 数量 的 词 为 量词 . 

(2) 表示 “所 有 ”任意 “一切” 的 词 称 为 全 称 量词 , 记 为 “Y”.。 Ух 表示 对 个 体 域 中 的 所 
有 个 体 , YzA(z) 表 示 个 体 域 中 的 所 有 个 体 具 有 性 质 A. 

(3) 表示 “存在 “有些 ”,“ 至 少 存在 一 个 ”的 词 称 为 存在 量词 , 记 为 “3 ” 3x 表示 存在 
个 体 域 中 的 个 体 ,而 3 xzA(z) 表 示 存 在 着 个 体 域 中 的 个 体 具有 性 质 A. 

量词 是 逻辑 学 家 Fray 引入 的 ,有 了 量词 以 后 ,用 逻辑 符号 表示 命题 的 能 力 大 大 加 强 了 . 

Ф] 2.1.2 个 体 域 分 别 为 (a) ,(b) 时 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 凡是 人 都 吃饭 . 

(2) 有 的 人 用 左手 写字 . 
其 中 : (а) АЖ р, 为 人 类 集合 ; 

(b) 个 体 域 D, 为 全 总 个 体 域 . 

解 (а) 令 FCz): 工 吃饭 ,GCz): 工 用 左手 写字 . 

(1) 在 Di 中 除 人 外 ,无 别 的 东西 ,因此 * 凡 人 都 吃饭 符号 化 为 

VzF(Cz).。 
(2)“ 有 的 人 用 左手 写字 ”符号 化 为 
32602). 

(b) р, 除 有 人 外 ,还 有 万 事 万 物 , 因 而 (1),(2) 符 号 化 时 必须 先 将 人 分 离 出 来 . 令 
M(z): 工 是 人 ,在 D, 中 (1),(2) 可 分 别 重 述 如 下 : 

(1) 对 宇宙 中 一 切 事物 而 言 , 如 果 事 物 是 人 , 则 他 要 吃饭 . 

(2) 在 宇宙 中 存在 着 用 左手 写字 的 人 . 
于 是 ,(1) (2) 分 别 符号 化 为 

VzCOMCr) 一 FCz))， 了 zCOMCz)AGCz)). 

其 中 ,F(zx),G(z) 与 (a) 中 符号 化 相同 . 

Ж 这 里 引入 了 M(xz), 将 人 与 其 他 事物 区 别 开 来 ,谓词 M(z) 称 为 特性 谓词 ,在 命题 
符号 化 时 要 正确 使 用 特性 谓词 . 

在 对 问题 (1),(2) 符 号 化 的 过 程 中 ,有 人 符号 化 为 

(1) VzCOMCz)AFCz))， 

(2) xzCMCz) 一 GCCz)). 

这 里 要 提醒 初学 者 注意 这 个 常见 的 错误 . (1) 是 不 对 的 , 若 将 它 翻 译 成 自然 语言 ,应 该 
是 “宇宙 间 的 所 有 个 体 都 是 人 并 且 都 吃饭 ”. (2) 也 是 不 对 的 ,应 翻译 为 “在 宇宙 间 存 在 个 体 ， 
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如 果 这 个 体 是 人 , 则 他 用 左手 写字 ”. 

Ж ”使 用 全 总 个 体 域 时 ,对 个 体 变 化 的 真正 取 值 范围 ,用 特性 谓词 加 以 限制 . 对 全 称 量 
词 后 的 特性 谓词 ,应 作为 蕴含 式 的 前 件 ; 对 存在 量词 后 的 特性 谓词 作为 合 取 的 一 项 . 

在 使 用 量词 时 还 应 注意 以 下 几 点 : 

(1) 在 不 同 的 个 体 域 中 ,命题 符号 化 的 形式 可 能 不 一 样 . 

(2) 若 没有 说 明 个 体 域 ,采用 全 总 个 体 域 . 

(3) 在 引入 特性 谓词 后 ,使 用 全 称 量词 与 存在 量词 符号 化 的 形式 是 不 同 的 . 

(4) 个 体 域 和 谓词 的 含义 确定 后 ,元 谓词 要 转化 为 命题 至 少 需要 个 量词 . 

(5) 多 个 量词 出 现时 ,不 能 随意 改变 量词 的 顺序 ,这 样 会 改变 原 命题 的 含义 . 

(6) 有 些 命题 的 符号 化 形式 可 以 不 仅 一 种 . 

例 2.1.3 将 下 列 命题 符号 化 

(1) 所 有 的 人 都 长 着 黑头 发 . 

(2) 有 的 人 登 上 过 月 球 

(3) 没有 人 登 上 过 木星 . 

(4) 在 美国 留学 的 学 生 未 必 是 亚洲 人 . 

ЖМЖ ”由 于 本 题 没有 指明 个 体 域 ,因而 采用 全 总 个 体 域 . 令 MCz):z 为 人 . 

(1) Ф FCz):z 长 着 黑头 发 . 命题 符号 化 为 VYz (МО) ЕС) ). 

(2) 令 G(z):z 登 上 过 月 球 .命题 符号 化 为 3zx (M(x)AG(z)). 

(3) 5 Нах): 登 上 过 木星 .命题 符号 化 为 -43x (M(x)A H(zx)). 

(4) 令 F(Cz):7z 是 在 美国 留学 的 学 生 ,G(Cz):z 是 亚洲 人 . 命题 符号 化 为 
-Vr (FECz) 一 GCCZz) ). 

例 2.1.4 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 所 有 独子 都 是 凶猛 的 . 

(2) 有 些 狮子 不 喝 咖啡 . 

(3) 有 些 凶 猛 的 动物 不 喝 咖 啡 . 

Ж ИР. x 表示 狮子 ,Q(zx): zz 表示 凶猛 的 .R(x): zx 表示 喝 咖啡 ,符号 化 为 

(1) VzCPCz) 一 QCz)). 

(2) Эж(Р(ё) Л-В(+)). 

(3) 本 z(QCz) Л-В (а). 

#1 2.1.5 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 有 会 说 话 的 机 器 人 

(2) 每 个 实数 都 存在 比 它 大 的 另外 的 实数 . 

(3) 尽管 有 人 聪明 ,但 未 必 一 切 人 都 聪明 . 

(4) 不 存在 跑 得 同样 快 的 两 只 兔子 . 

Ш ”采用 全 总 个 体 域 . 

(1) MCz): 工 是 机 器 人 ,FCz): xz 会 说 话 , 则 符号 化 为 

Э5(М(х) ЛЕ(х)). 
(2) К(2): т 9.10. у): 工 小 于 yy, 则 符号 化 为 
УК (х) = Э у(В(у) ЛІ (х. у)). 


зн 1 
м = 


是 


项 


项 
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(3) Ме): xz 是 人 ,G(z): 工 聪明 , 则 符号 化 为 
3zr(M(r) MG ЛУ (М(х) 602) )). 
(4) FCz): 工 是 兔子 ,LCzyy): 工 与 y 跑 的 同样 快 , 则 符号 化 为 
-3z3jyCFCz)AFCD)ALCz,y)) 或 VzyVyCGFCG)AFCD) 一 工 (zy)). 
例 2.1.6 将 本 章 开始 的 命题 符号 化 . 
解 F(x): ‹ЖЛ,Са). ТЖ, а: 苏 格 拉 底 , 符 号 化 为 
VYZzCFCz) 一 CCz)) 人 Fo) 一 CCa). 
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一 阶 语言 是 用 于 一 阶 逻 辑 的 形式 语言 ,本身 不 具备 任何 意义 ,可 以 根据 需要 解释 成 具体 
. 一 阶 语言 的 形式 是 多 种 多 样 的 ,这 里 给 出 便于 将 自然 语言 中 的 命题 符号 化 的 一 阶 


定义 2.2.1 一 阶 语言 L 的 字母 表 如 下 : 

(1) 个 体 常 元 : a,b,c，,… 

(2) 个 体 变 元 : х,у, 

(3) 函数 符号 : 广 g 

(4) 谓词 符号 : Е.С.Н, 

(5) 量词 符号 : VY ,3 

(6) 联结 词 符号 : Л.М. 

Ст) 插 号 和 逗号 :“(”**)”*,” 

为 叙述 方便 ,下 面 给 出 项 的 概念 . 

定义 2.2.2 工 中 项 的 定义 如 下 : 

(1) 个 体 常 元 和 个 体 变 元 是 项 ; 

(2) 车 фло," ,zx,) 是 任意 nn 元 函数 ,hh ,ts，…,t, 是 任意 7 个 项 , 则 g(t ,ts，*…,t,) 
(3) 所 有 项 都 是 有 限 次 使 用 (1),(2) 得 到 的 . 

定义 2.2.3 设 R(zi,zs，…,ZX,) 是 工 的 任意 元 谓词 ,t,ts,…,is, 是 LL 的 任意 nn 个 


, 则 称 RC ,ts ,…,t,) 是 工 的 原子 公式 . 


定义 2.2.4 工 的 合式 公式 定义 如 下 : 

(1) 原子 公式 是 合式 公 

(2) 若 A 是 合式 公式 , 则 -A 是 合式 公式 . 

(3) А,В 是 合式 公式 , 则 (AAB),(AVB),(A 一 B),(A*=>B) 是 合式 公 

(4) 车 A 是 合式 公式 , 则 VYV zxA(x) ,xA(z) 是 合式 公式 . 

(5) 有 限 次 应 用 (1) 一 (4) 构 成 的 符号 串 是 合式 公式 . 

合式 公式 又 称谓 词 公式 ,简称 公式 . 

公式 (-4),(AAB) 等 最 外 层 的 括号 可 以 省 去 . 

定义 2.2.5 在 公式 VzA 和 3 了 xzr4 中 ,. 称 xz 为 指导 变 元 ,4A 为 相应 量词 的 辖 域 . 在 Vx 


和 3z 的 辖 域 中 ,z 所 有 出 现 都 称 为 约束 出 现 , 此 时 称 zx 为 约束 变 元 ,A 中 不 是 约束 出 现 的 
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其 他 变 元 称 为 自由 出 现 , 称 这 样 的 变 元 为 自由 变 元 . 
例 2.2.1 指出 下 列 公 式 中 ,各 量词 的 辖 域 以 及 变 元 的 自由 出 现 和 约 东 出 现 . 
(1) VzCFCry,z) 一 了 yGCzyy)). 
(2) Э хЕ(х, у) ЛС(=х,у). 
(3) VrVy(F(r) ЛС(у) НС, у)). 
Ж (1) 量词 Vz 的 辖 域 为 F(z,y,z) 一 导 yGCzyy), 而 量词 3y 的 辖 域 为 G(xz,y). 变 
元 的 自由 出 现 和 约束 出 现 分 别 为 
Ух (Ех, у , 5) — Зубса, WY 
я 1 + + 
约束 约束 ”自由 自由 约 东 约束 约束 
(2) 量词 3z 的 辖 域 为 F(z,y). 变 元 的 自由 出 现 和 约束 出 现 分 别 为 


Эх Е(х ， у) 人 G(r ， у) 
. 1 н н 
约束 约束 自由 自由 自由 


(3) 量词 Vz 的 辖 域 为 VYy (F(z) 人 Gl(y) 一 H(z,y)), 量 词 Vy 的 辖 域 为 
(F(x)AG(ly) 习 H(z,y)). 变 元 的 自由 出 现 和 约束 出 现 分 别 为 


¥zx Vy (F(x) A G(y) = H(z ， yy)) 
. о р + + 
约束 约束 约束 约束 约束 约束 


定义 2.2.6 ЖА 为 任意 公式 , 若 A 中 无 自由 出 现 的 个 体 变 元 , 则 称 A 为 封闭 的 合式 
公式 ,简称 闭 式 . 

由 闭 式 的 定义 知 , 闭 式 中 的 所 有 个 体 变 元 均 是 约束 出 现 . 

对 给 定 的 合式 公式 , 它 是 一 个 符号 串 ,没有 确定 的 意义 ,一 旦 将 其 中 所 有 变 元 ( 变 项 ) 指 
定 为 常 元 ( 常 项 ) 代 蔡 后 ,公式 就 具有 一 定 意义 ,有 时 就 变 成 命题 了 . 这 就 是 公式 的 解释 . 

定义 2.2.7 工 的 解释 工 由 4 部 分 组 成 : 

(1) 非 空 个 体 域 Di; 

(2) Di 中 一 些 特定 的 元 素 的 集合 { за, оао 3 

(3) Di 上 特定 函数 的 集合 {|i,n 宇 1); 

(4) ру 上 特定 谓词 的 集合 {F? 1i,n 宇 1}. 

关于 工 的 几 点 说 明 

(1) 个 体 变 元 zx,y,… 在 Di 中 取 值 . 

(2) 个 体 常 元 a; 被 解释 成 a;. 

(3) 函数 符号 ff 被 解释 成 /?,f? 为 第 i 个 元 函数 . 

(4) Е; 被 解释 成 下 上? ,F; 为 第 i 个 元 谓词 . 

例 2.2.2 给 定 解释 I 如 下 : 

(1) И р=М CN 为 含 0 的 自然 数 集 ); 

(2) а=0; 

(3) f(x,y)=z+y (х,у) == • у; 

(4) Е(х,у):х=у. 
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在 解释 I 下 ,下 列 哪些 公式 为 真 ,哪些 为 假 .哪些 不 能 确定 ? 

DF(f(r,y) ,g(x,y)). 

© F(f(r,a) ,y=>F(g(r,y) х). 

© VrF(g(r,a) ,rT)>F(r,y). 

Ф VrF(g(r,a) ,zx). 

© VrVyVzF(f(r,y) ,>). 

ЭЕ (х.х) ,g(rs7)); 

№ ФО 公式 被 解释 成 x 十 y 二 x+，y, 这 不 是 命题 . 

О 公式 被 解释 成 (z 十 0 一 y) 一 (z。y 一 =) ,这 不 是 命题 . 

@ 公式 被 解释 成 Vr(r* 0 二 xz) 一 (zr 二 y), 由 于 蕴含 式 前 件 为 假 ,所 以 被 解释 的 公式 
为 真 . 

Ф 公式 被 解释 成 Vx(rz， 0 二 x) ,为 假 命题 . 

О КИИ УУ уу (Бух) ,这 是 真 命题 . 

© 公式 被 解释 成 3 r(x 十 x 二 x+， xz) ,这 是 真 命题 . 

注 一 个 公式 在 不 同 的 解释 下 具有 不 同 的 含义 ,往往 具有 不 同 的 真 值 . 

例 2.2.3 给 定 解释 了 : 

(1) 论 域 D= (2,3); 

(2) р 中 特定 元 素 5 一 2; 

(3) ЕЖУ : р-р 070) =3.703) =2; 

(4) 一 元 谓词 F(x):; xz 二 3 ,二 元 谓词 G(x,y): (х,у) Є {(2,2),(2,3),(3,2)}, 7619 
М 1(т,у): (zr,y)E{(2,2),(3,3)}. 

在 这 个 解释 下 , 求 下 列 公式 的 真 值 : 

Ф Vzr(F(r) AMG(z,a)). 

© jzCFCFCz))AGCz,FCz))). 

@ VrjyL(z,y), 

@ JyVzL(zr,y). 

解 上 述 公 式 都 是 闭 公式 ,所 以 不 涉及 任何 指派 可 确定 这 些 公 式 的 真 值 . 

Ф Vzr(F(x)AG(z,a)) 为 真 当 且 仅 当 对 于 每 个 4€ED=={2,3)}, 有 Fl(d) 人 Gl(d,a) 为 
真 ,而 a 一 2, 所 以 VzGCFCz)AGCza)) 为 真 当 且 仅 当 (F(2)AG(2,2))A(CF(3)AG(3,2)) 
为 真 ,而 F(2) 为 假 , 所 以 (F(2)AG(2,2))A(CF(3)AG(3,2)) 为 假 , 即 VzCFCz)AGCz,a)) 
为 假 . 

@3zGCFCF(z))AGCr,FGz))) 为 真 , 当 且 仅 当 存在 某 个 4ЕР={2,3} ,使 得 (F(f(d)) 
AG(Cd ,Cd)) 为 真 , 即 如 果 有 (CF(CF(2))AG(2,. 太 2)) 为 真 或 者 (FCF(C3)) 人 AG(3,7(C3)) 为 
真 , 则 3z(CFCFGz))AGCzyCz))) 为 真 , 即 3zCFCFCz))AGCz,FCz))) 的 真 值 与 
(CFCF(C2))AG(2,FC2))VCFCFG3))AG(G3,AC3)) 相 同 , 即 为 真 . 

Ф Vz3yL(Cz,y) 为 真 当 上 且 仅 当 对 于 每 个 dED={2,3}, 有 了 yL(Cd,y) 为 真 , 即 当 且 仅 
当 对 于 某 个 eED={2,3}, 有 工 (2,e) ЛГ. (3, е) УА. В 4 НАХ 3 (1.(2,2) V 工 (2,3)) Л 
(L(3,2) VEL(3,3)) 为 真 , 即 Vz 了 yLCzr,y) 为 真 . 

@3yVzL(z,y) 为 真 当 且 仅 当 对 于 某 个 4ED, 有 VzL(z,qd) 为 真 , 即 (VzL(x,2))V 
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(VzL(zx,3)) 为 真 , 即 当 且 仅 当 (L(2,2) 和 LC(3,2))V (1.02.3) Л (3,3)) 为 真 ,所 以 
3yVzL(z,y) 的 真 值 为 假 . 

定义 2.2.8 设 A 为 公式 ,车 A 在 任何 解释 下 均 为 真 , 则 称 A 为 永 真 式 ;车 A 在 任何 解 
释 下 均 为 假 , 则 称 A 为 永 假 式 (或 矛盾 式 ). 若 至 少 存在 一 个 解释 使 A 为 真 , 则 称 A 为 可 满 
足 式 . 

定义 2.2.9 ЖА, 是 含 命题 变 元 Р,.Р,.---.Р, 的 命题 公式 ,A, ,A, ,…,A, 是 nn ТЯ 
词 公式 ,用 А-З ЕЛЕ A。 中 的 Р; 所 得 公式 A , 称 A УА, 的 代 换 实例 . 

定理 2.2.1 永 真 式 的 代 换 实例 是 永 真 式 , 矛 盾 式 的 代 换 实例 为 矛盾 式 . 

证 明 留 作 练习 ,读者 自 证 . 

例 2.2.4 判断 下 列 公 式 中 哪些 是 永 真 式 ,哪些 是 矛盾 式 . 

(1) 本 zCFCz)AGCz)); 

(2) VzFCzr,y) 一 (3z3 了 3yGCGryy) 一 VZFCzy)); 

(3) VzFCz)A-YzFCz); 

(4) Vz3yFCzry) 一 zyVyFCzr,y). 

Ш ”对 (1) 给 解释 五 : 个 体 域 为 实数 集 R,F(z): zx 是 有 理 数 ,G(x): x 是 无 理 数 ,在 工 
下 (1) 为 假 ,因而 不 是 永 真 式 .对 (1) 给 解释 Г: 个 体 域 为 实数 集 R,F(z): х 是 有 理 数 ， 
G(z): 工 是 实数 ,在 I, 下 (1) 为 真 ,因此 公式 是 可 满足 式 . 

(2) 易 知 公式 是 P 一 (Q 一 P) 代 换 实例 ,而 该 命题 公式 是 永 真 式 , 所 以 公式 (2) 是 永 
真 式 . 

(3) 公式 是 PAP 的 代 换 实例 ,而 PA 一 P 是 蔬 盾 式 , 故 (3) 是 矛盾 式 . 

(4) 对 (4) 给 解释 Г: 个 体 域 为 自然 数 集 合 N,F(z,y) 为 x 三 y. 在 下 (4) 式 的 前 件 与 
后 件 均 为 真 ,(4) 式 为 真 ,所 以 (4) 式 不 是 矛盾 式 . 再 取 Т: 个 体 域 仍 为 N,F(z,y) 为 了 一 y， 
ЖЕ в 下,(4) 式 的 前 件 真 ,后 件 假 ,(4) 式 为 假 , 所 以 (4) 式 不 是 永 真 式 , 故 Vzr3yF(x,y) 一 
xYyF(x,y) 是 非 永 真 式 的 可 满足 式 . 

论 域 (也 称 个 体 域 ) 是 个 体 变 元 的 取 值 范围 , 它 规定 了 全 称 量词 的 意义 .解释 规定 了 常 
元 、 函 数 符号 、 谓 词 符号 的 具体 意义 ,但 并 没有 给 个 体 变 元 规定 具体 值 ,个体 变 元 的 取 值 由 赋 
值 规定 . 


2.3 一 阶 逻 辑 等 值 式 与 置换 规则 


在 一 阶 逻 辑 中 ,一 些 命题 可 以 有 不 同 的 符号 化 形式 . 例如 ,命题 “没有 不 犯错 误 的 人 ”, 在 
全 总 个 体 域 中 有 下 面 两 种 不 同 的 符号 化 形式 . 

(1) -3z (FCz)A-GCzr)); 

(2) Уз (F(z)>G(z)). 
其 中 ,F(z): zx 是 人 ,G(x): zz 犯错 误 .类 似 于 命题 逻辑 ,我 们 称 (1) 与 (2) 是 等 值 的 ,下 面 给 
出 等 值 式 的 定义 . 

定义 2.3.1 设 A.B 是 一 阶 逻 辑 公 式 ,车 AB 是 永 真 式 , 则 称 A 与 B 等 值 , 记 作 
АРВ, АРВ НА УВ 的 等 值 式 . 

由 定义 2.3.1 可知, 判断 公式 A 与 B 是 否 等 值 ,等 价 于 判断 公式 А-В 是 否 为 永 真 式 . 
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同 命题 逻辑 中 一 样 , 证 明 一 些 常 用 的 重要 等 值 式 , 并 用 这 些 等 值 式 推演 出 更 多 的 等 值 式 ,这 
就 是 一 阶 逻 辑 等 值 演算 的 内 容 . 下面 给 出 一 阶 逻辑 中 的 基本 等 值 式 . 


第 1 组 
由 于 命题 逻辑 中 的 重 言 式 的 代 换 实例 都 是 一 阶 逻 辑 中 的 永 真 式 , 故 在 第 1 章 14 组 等 值 
式 模式 中 给 出 的 代 换 实例 都 是 一 阶 逻辑 的 等 值 式 . 例如 ,如 下 等 值 式 成 立 : 
VZzFCzr) 全 一 VZFCz); 
Vz3dy(FCzy) 一 GCCzy)) 合 一 Yz3y (ЕС, у) =С(х,у)); 
Е(т,у)—>С(ж,у)е-Е(т,у) \/ С(т,у); 
F(T = С(х.у)е(Е(х) 60, у)) Л (Сх. у) ЕСх)). 


第 2 组 
(1) 消去 量词 等 值 式 
设 个 体 域 为 有 限 集 D={ai,as，…,a,), 则 有 : 
УА (2) А (ај) ЛА(аз ) Л --- ЛА(а,); (2.3.1) 
ЭтА(«)А(а, ) УА(а, ) У --- УА(а,). (2:3;:2) 
(2) 量词 否定 律 (量词 转换 律 ) 
设 个 体 变 元 在 ACz) 中 自由 出 现 , 则 : 
-УхА(2) Э: -А (2) (否定 内 移 ); (2.3.3) 
—Э+А(х)еУх-А (=). (2. 3. 4) 
以 上 两 组 等 值 公式 可 以 从 语义 上 去 解释 . 
(3) 量词 收缩 与 扩张 律 
设 个 体 变 元 zx 在 A(z) 中 自由 出 现 ,在 B 中 不 出 现 , 则 : 


Vr(A(r)V BSOVrA(r) УВ; (2.3.5) 
Vr(A(r) Л ВЭУ А (2) ЛВ; (2. 3. 6) 
Ух0А(2) В) © 3 хА (2) +В; (2.3.7) 
УВА (2)) В» У ХА (х); (2.3.8) 
Эз2(А(2) УВ) еЗ А(х) УВ; (2.3.9) 
Э=(А(е) Л В) ЭхА() ЛВ; (2.3. 10) 
Э:(А(х) -В)еҮ хА(х) В; (2.3.11) 
jzr(B>A(r))SOB> jrA(z). (2.3.12) 
(4) 量词 分 配 律 
设 ACz),BCz) 为 xx 自由 出 现 的 公式 , 则 : 
Vz(CACr)ABCz)) 会 YzACr)AVZzBCz) (УХЛ); 《2. 3. 13) 
3z(ACz)VBCzr)) 全 3zA(Cz)V Э2В(2) (3 对 V). (2.3.14) 
进行 等 值 演算 ,除了 以 上 基本 等 值 式 外 ,还 有 以 下 3 条 规则 . 
(1) 置换 规则 


设 @(A) 是 含 公式 A 的 公式 ,8B(B) 是 用 公式 B 取代 BB(A) 中 的 A 得 到 的 公式 , 若 
АВ. ФСА) ФВ). 
(2) 约束 变 元 换 名 规则 
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将 某 量 词 辖 域 中 某 个 约 东 出 现 的 个 体 变 元 及 相应 的 指导 变 元 , 改 成 该 量词 辖 域 中 未 曾 
出 现 过 的 个 体 变 元 ,其 余 不 变 , 所 得 公式 与 原 公式 等 值 . 
(3) 自由 变 元 代入 规则 
对 公式 A 中 某 自由 出 现 的 个 体 变 元 的 所 有 出 现 ,用 A 中 未 曾 出 现 过 的 个 体 变 元 符号 代 
蔡 ,A 中 其 余部 分 不 变 , 所 得 公式 与 原 公式 等 值 . 
注 (1) 换 名 是 对 约束 变 元 而 言 的 ,更 改 时 量词 辖 域 中 所 有 出 现 均 需 更 改 , 改 为 该 辖 域 
中 没有 出 现 过 的 符号 ,最 好 是 公式 中 没有 出 现 过 的 符号 . 
(2) 代入 针对 自由 变 元 而 言 的 ,对 这 个 自由 变 元 所 有 出 现 进行 代入 ,代入 的 变 元 符号 必 
须 是 公式 中 没有 出 现 过 的 . 
例 2.3.1 对 公式 VzCQCz) 一 RCz,y))V 3 xP(z,z) 换 名 . 
解 ”由 约束 变 元 的 换 名 规则 得 
Vu(QG) >R(u,y))V З=Р(х,=), 
或 用 自由 变 元 代入 规则 得 
Vr(Q(z)>R(r,y))V З=Р(и,=). 
下 面 的 改名 是 否 正确 ? 请 读者 考虑 . 
(1) Vu(QCGoO 一 RCzyy))V 习 =P(zz); 
(2) Vz(QCo) 一 RCuyy))V З=Р(х,=); 
(3) Vu(QCoO 一 RCzyy))V З=Р(и. =); 
(4) Уу(О(у) =К(у.у)) М З=Р(х,=). 
Ф] 2.3.2 证 明 : (1) VzCFCz)VE(zr)) 全 VzFCz)VVzECz) 不 成 立 ; 
(2) Зж(Е(е) Л Е(х)) еЗ ЕС) Л ЗЕ (+) ЖУ. 
证 明 给 解释 Г. 设 个 体 域 为 整数 集合 ,F(zx): х 是 奇数 ,E(x): zx 是 偶数 . 
(1) Vz(F(z)V E(x)) 的 含义 是 : 对 任意 整数 z,z 或 者 是 奇数 ,或 者 是 偶数 ,这 是 真 命 
题 .而 VzF(z)V YVzE(z) 的 含义 是 : 或 者 所 有 整数 是 奇数 ,或 者 都 是 偶数 ,这 是 假 命题 . 
因此 “VY 对 V ”不 具有 分 配 律 . 
(2) 3zF(z) 人 3zxE(x) 的 含义 是 : 存在 是 奇数 的 整数 ,并 且 也 存在 是 偶数 的 整数 . 这 
是 一 个 真 命题 .而 3zCFCz)AE(Cz)) 的 含义 是 : 存在 整数 , 它 即 是 奇数 ,又 是 偶数 ,这 是 假 
命题 . 
因此 “ 习 对 入 "不 具有 分 配 律 . 
例 2.3.3 设 个 体 域 DD 二 {a,6,c) ,消去 下 面 各 公式 中 的 量词 . 
(1) ЭжЕ(+)- VyG(y); 
(2) VrVy(F(r)>G(y)). 
解 (1) xzFCz) 一 YoyGCy) 全 CFCa) VFCD)VEFCOD)) 一 (GCo)AGCD) 人 AGCc)). 
(2) 方法 1 对 公式 不 做 变化 ,直接 消去 量词 . 
VzVyyCFCz) 一 GOD)) 合 VzCOFCz) 一 G(o))ACFCz) 一 G(O))ACFCz) 一 GCCc))) 
=((Е(а)—С(а)) 人 A(CF(o) 一 G(O)) ACFCa) 一 GCc)))A 
(CCFCOD) 一 GCa)) 人 A(CFCOD)- 一 GD)) ACEFCD) 一 GCc)))A 
(CCFCoD) 一 G(a))ACFCO 一 G(O))ACFCO)- 一 G(Cc))). 
方法 2 先 缩小 量词 辖 域 ,然后 再 消 量 词 . 
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VZzVYyYCGEFCzr) 一 GCCy)) 合 YZCGFECr) 一 YyGCy)) 
全 3zFCz) 一 YyGCy) 
命 (F(a) VEFCO)VECOD)) 一 (GCCa) 人 AGCO) 人 GCc) ). 
可 见 ,方法 2 要 好 得 多 ,因此 , 当 能 够 缩小 量词 辖 域 时 ,应 先 缩小 量词 辖 域 , 然 后 再 消 
量词 . 
例 2.3.4 证 明 了 3z(ACzr) 一 BCz)) 会 VYzACz) 一 了 了 zBCz). 


ЧЕН 了 xz(ACz) 一 B(z)) 全 了 xz(-ACz)VBCz)) (置换 规则 ) 
SIzA(r))V IzrB(z) (了 习 对 V 分 配 律 ) 
Өү хА(2) У 了 xzBCz) (量词 转化 律 ) 
SVrA(r)> Э жВ(+). (置换 规则 ) 


例 2.3.5 证 明 —УзхУ у(Еа) ЛС) НС. у))е Эх 3 у(Е@ё) ЛС(у) Л-НСх,у)). 
证 明 —УжУу (ЕС) ЛС(у)—Н(Сх,у)) 


2 ЭхЗу-—Е(+) ЛС(у) + Н(х,у)) (量词 转化 律 ) 
全 JzI3yAA4AF(zx)AG(yY))V H(z,y)) (置换 规则 ) 
SIrIy(F(r) ЛС(у) MH zr,y)). (置换 规则 ) 


定义 2.3.2 设 A 是 不 含 联结 词 王 和 人 的 谓词 公式 , 则 在 其 中 以 联结 词 人 A, У 分 别 换 为 
V,A, 以 量词 V ,了 分 别 换 为 了 3,V ,以 常量 0,1 分 别 换 为 1,0 后 所 得 公式 称 为 A 的 对 偶 公 
ИМЕЛ’. 

Я 2.3.6 А=УтЗу(Р(е,у) ЛОС. у)) УІ. А“. 

ШТ А" = 32Үу(Р(, у) М(х, у)) ЛО. 

定理 2.3.1( 对 偶 原 理 ) БАҚА.ВЖаЖА Н, >. Ш АРВ, М АВ". 

证 明 留 作 练 习 , 读 者 自 证 . 


2.4 一 阶 逻 辑 前 束 范式 


在 命题 逻辑 里 ,每 一 公式 都 有 与 之 等 值 的 析 取 ( 合 取 ) 范 式 , 对 谓词 逮 辑 公式 来 说 ,也 有 
范式 ,其 中 前 束 范式 与 原 公 式 等 值 ,但 是 其 他 范式 与 原 公式 有 较 弱 的 关系 . 
定义 2.4.1 具有 如 下 形式 
Ф192: В 
的 一 阶 逻辑 公式 , 称 作 前 束 范式 ,其 中 О С) Уа З.В УК. 


例如 Уж\У у ( (Е) ЛССу))—Н(е, у»), 
VrVyjdz ( (Е) ЛСОУ) A H(z))>L(zx,z)) 
等 都 是 前 束 范式 ,而 


Ух (ЕС) = Зу (С (у) AH(zr,y))), 
Эх (Е) Л Уу (С(у) Нбх, у))) 
等 不 是 前 东 范 式 . 
定理 2.4.1 一 阶 逻辑 中 的 任何 公式 都 可 化 为 与 之 等 值 的 前 束 范式 : 
证 明 构造 性 算法 步骤 如 下 : 
(1) 消去 联结 词 一 ,>; 
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(2) 将 联结 词 - 向 内 深入 ,使 之 只 作用 于 原子 公式 ; 
СЗ) 利用 换 名 或 代入 规则 使 所 有 约束 变 元 的 符号 均 不 相同 ,并 且 自 由 变 元 与 约束 变 元 


的 符号 也 不 相同 ; 
СА) 利用 辖 域 的 扩张 与 收缩 律 , 将 所 有 量词 以 在 公式 中 出 现 的 顺序 移 到 公式 最 前 面 , 扩 
大 量词 的 辖 域 至 整个 公式 . 


例 2.4.1 求 下 列 各 公式 的 前 束 析 取 范式 : 

(1) VzFCz) 一 了 yGCy); 

(2) 了 3zFCz)AVzGCzr); 

(3) VzF(Cz,y) 一 了 3yGCzyy); 

(4) (Уж Ел , х.)—9Эх.С(т.))—УжН (21,22,23). 


Ж (1) УЕ) Зуб) е-УхЕ са) М 3yG(y) (置换 规则 ) 
©З: (а) У 了 yGCy) (量词 转换 律 ) 
SIrIy(Fr) У (>). (量词 辖 域 扩 张 ) 
(2) ЭхЕ(е) ЛУ2С( 2) еЗ уЕСу) Л VrG(r) ( 换 名 规则 ) 
人 号 3yCFCODJAVzGCz)) (量词 辖 域 扩张 
SIyVr (Е(у) ЛС(х)). (量词 辖 域 扩张 ) 


(3) УЕ, у) jyG(r ,WOVIF (ty) 一 了 woGCzow) ( 换 名 规则 ) 
= 31 (FG,y) 一 3wGCzo)) (量词 辖 域 扩张 ) 
31:30 (Е(.у) С (zyo)). (量词 辖 域 扩张 ) 
(4) (УжЕ (21,1:)—9Эх.С (x2))> VzxH (хилл) 
(У з.Е (ха ,л.)— ЭльС (25)) = YrH (zyzzyzs) ( 换 名 规则 ) 


ӨЗ; (Е(,2:) = 3 а;С(а5)) > YrH(r ,zr ,73) (量词 辖 域 扩 张 ) 
ӨЗ, Эл; (Е(а4,х.)—С(а,)) У. Нах. ,73) (量词 辖 域 扩张 ) 
Уз. Уз, Уж: (ЕС ,х.)—С(а5))—Н(ал ,x ,x3). (量词 辖 域 扩张 ) 


2.5 一 阶 逻 辑 的 推理 理论 


利用 谓词 公式 间 的 各 种 等 值 关 系 和 蕴涵 关系 ,通过 一 些 推理 规则 ,从 一 些 谓词 公式 推出 
另 一 个 谓词 公式 ,这 就 是 谓词 演算 的 推理 . 

定义 2.5.1 对 于 公式 A 和 B, 若 A 一 B 人 Sl1, 则 称 公 式 A 蕴涵 公式 B, 记 作 АВ. 

定义 2.5.2 一 阶 逻辑 中 从 前 提 A, ,A: ,…:A, 出 发 ,推出 结论 B, 推 理 的 形式 结构 为 

А, ЛА, NA-…AA,—>B. (2.5.1) 

若 式 (2. 5. 1) 为 永 真 式 , 则 称 推理 正确 ,否则 称 推理 不 正确 . 

看 推理 是 否 正 确 , 就 是 要 判断 式 (2. 5. 1) 是 否 为 蕴涵 永 真 式 . 这 里 着 重 介绍 形式 系统 中 
的 构造 证 明 法 . 

在 一 阶 逻辑 中 , 称 永 真 的 蕴涵 式 为 推理 定律 .下面 介绍 推理 定律 . 

СТ) 命题 逻辑 推理 定律 的 代 换 实例 

例如 : VzF(x)AVyG(y)> VrF(r); (化 简 式 代 换 实例 ) 

УЕ) > У уб(у) М VzFCz). (附加 式 代 换 实例 ) 


可 上 


СП) 基本 等 值 式 生成 的 推理 定律 
Я: VzQCz) 一 一 YzQCz); 
—= У 2002) > У 20902); 

У хА(2) > Эх -А (=); 

Эх -А (2) > хА(=х); 
Уж(А(ж) УВ) > УхА(&х) УВ; 
У хА (=) У В> У х(А(ж) УВ). 


分 别 由 双重 否定 律 . 量 词 交换 律 和 量词 收缩 扩张 律 生成 . 


СШ) 重要 推理 定律 

УхА(ж) У УВО) > У ж(А(ж) У В(х)); 
Эх(А(«)ЛВ(&))=> ЗхА(ж) Л ЭЗжВ(х); 
Ух(А(х)— У хВ(х))> У хА(х)-—> У хВ(х); 
Э=(А(х)— Э 2В(2)) > ЗхА(х)-* ЗжВ(х). 
(М> 推理 规则 

(1) СУ 一 规则 ) 全 称 量词 消去 规则 : 
ҮхА(х)>А(у); 

VrA(zr)=>Alc). 

У 一 成 立 的 条 件 是 : 

@@z 是 A(z) 中 自由 出 现 的 个 体 变 元 ; 


2.3 一 阶 逻辑 的 推理 理论 Ф 


О y 为 任意 不 在 A(Cz) 中 约束 出 现 的 个 体 变 元 或 с 为 不 在 A(z) 中 出 现 的 个 体 常 元 . 

VY 一 规则 表示 : 若 个 体 域 的 所 有 个 体 具 有 性 质 A, 则 个 体 域 中 任意 一 个 个 体 具有 性 质 
А. 因此 在 使 用 Y 一 规则 时 ,必须 保证 当 V zxzA(z) 为 真 时 ,A(y) (或 A(c)) 必 为 真 ,条 件 (1)、 
(2) 满 足 . 
例如 ,个体 域 为 实数 集合 R, 公 式 A(z)= 3yF(z,y), 其 中 FCz,y):z 二 y 于 是 对 
У =А(х) = Ух З УЕ, УМУ 一 规则 , 若 用 y( 约 东 变 元 ) 取 代 工时 ,就 会 得 到 A(y) 一 
ЗуЕСу, у). ВЭ уСу>у) ,这 显然 是 假 命题 . 产生 问题 的 原因 是 违背 了 条 件 @. 正确 的 做 法 


з Кх ЗА (=) = ЗуЕ(.у) = Э y(z 二 y), 这 是 真 命题 . 


(2) (VV 十 规则 ) 全 称 量词 引入 规则 : 
A(y)> У хА(х). 
У 十 规则 成 立 的 条 件 是 : 
Ф y 在 A(Cy) 中 自由 出 现 , 且 у 取 任 何 值 时 ,A 均 为 真 . 


@ 取代 у 的 zx 不 能 在 A(y) 中 约束 出 现 ,否则 可 能 产生 A(y) 为 真 而 VzA(z) 为 假 的 情 
例如 ,个体 域 为 实数 集 R,FCz,y): z>y,A(y)= 了 zFCz,y), 显 然 A(Cy) 满 足 条 件 〇 ， 
对 A(y) 应 用 Y 十 时 , 若 用 约束 出 现 的 xz 取代 y, 得 到 YVzA(Cz)=Vz3zCz>z), 这 是 假 命 
题 .产生 错误 的 原因 是 违背 了 条 件 @. 


(3) (十 规则 ) 存 在 量词 引入 规则 : 
A(a) 字 3 了 zA(Cz); 
А(у)> Э хА(х). 
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Э 十 规则 成 立 的 条 件 是 : 

QO a 是 特定 的 个 体 常 元 ; 

© 取代 a 的 z 不 能 在 A(a) 中 出 现 过 或 取代 y 的 z 不 能 在 A(y) 中 出 现 过 . 

例如 , 设 个 体 域 为 实数 集 R, 取 LCr,y):z 二 y,; 取 A(7) 二 3zxL(z,7), 则 A(7) 为 真 命 
题 .由 于 z 已 在 A(7) 中 出 现 , 若 用 xz 蔡 换 7 得 到 3zLCz,z), 即 习 zLCz<z) 是 假 命题 . 出 错 


的 原因 是 违背 了 条 件 @. 
(4) (一 规则 ) 存 在 量词 消去 规则 : 
Э=А(2)>А(а); 
ЭхА(*)>А(у). 


3 一 规则 成 立 的 条 件 是 : 

Q@ a 是 使 A 为 真 的 特定 的 个 体 常 元 或 y 是 使 A 为 真 的 个 体 变 元 ; 
Фа 不 曾 在 A(Cz) 中 出 现 过 (> 不 曾 在 A(z) 中 出 现 过 ). 

例 2.5.1 指出 下 面 各 证 明 序 列 中 的 错误 . 


(1) Ф FCz) 一 3zGCz) 前 提 引 入 
@ F(c) 一 G(c) @ 一 规则 
(2) Ф VzCFCz)VGCz)) 前 提 引 入 
@ F(a) МСО) Фу 一 规则 
(3) Ф F(z) 一 G(Cc) 前 提 引 入 
© 了 xzCFCD) 一 GCz)) @ 习 十 规则 
(4) Ф F(a) >G(b) 前 提 引 入 
© 了 xzCFC) 一 GCz)) @3 十 规则 


解 〈1) @ 错 .使 用 Y 一 ,VY 十 ,一 , 习 十 规则 应 对 前 束 范式 ,而 中 公式 不 是 前 东 范 
式 , 所 以 ,不 能 使 用 3 一 规则 . 

(2) О. 中 公式 为 VYzA(z), 这 时 ,A(z) 二 F(x)VG(z), 因 而 使 用 VY 一 规则 时 ,应 
得 A(a) (或 A(y)), 故 应 为 F(a)VG(a), 而 不 能 为 F(a) МСО). 

(3) @ 错 . @@ 中 公式 含 个 体 变 元 x ,不 能 使 用 十 规则 . 

(4) Он. 中 中 公式 含 两 个 个 体 常 项 ,不 能 使 用 了 十 规则 . 

Е 上 述 4 条 规则 使 用 时 需要 注意 以 下 两 点 : 

(1) 在 使 用 这 4 条 规则 时 ,必须 严格 按 条 件 要 求 使 用 ,否则 会 出 现 错误 . 

(2) 这 4 条 规则 的 使 用 是 针对 前 束 范式 的 ,只 能 对 前 束 范式 使 用 . 

下 面 讨 论 一 阶 逻 辑 自然 推理 系统 Lx 中 的 构造 性 证 明 . 

定义 2.5.3 自然 推理 系统 Ly 定义 如 下 : 

СТ) 字母 表 同一 阶 语言 的 字母 表 . 

ә 合式 公式 同 工 的 合式 公式 的 定义 . 

СШ) 推理 规则 : 

(1) 前 提 引 入 规则 

(2) 结论 引入 规则 

(3) 置换 规则 

(4) 假 言 推理 规则 


(5) 附加 规则 

(6) 化 简 规 则 

(7) 拒 取 式 规则 

(8) 假 言 三 段 论 规 则 
(9) 析 取 三 段 论 规 则 
(10) 构造 性 二 难 推理 规则 
(11) 合 取 引入 规则 
(12) У 一 规则 
(13) VY 十 规则 
(14) 习 一 规则 
(15) 习 十 规则 


2.5 一 阶 逻 辑 的 推理 理论 


推理 规则 的 (1) 一 (11) 与 命题 逻辑 的 推理 规则 相同 . 
例 2.5.2 在 自然 推理 系统 Ls 中 构造 下 面 推理 的 证 明 : 有 理 数 是 实数 ,存在 有 理 数 ， 


所 以 存在 实数 . 
解 ” 先 符号 化 . 


设 ЕС): x 是 有 理 数 ,G(zx): х 是 实数 . 


前 提 : VzCFCz) 一 G(z)), 习 zFCz); 


结论 : 3 xG(z). 
证 明 (1) 本 zFCz) 
(2) Р(с) 
(3) VZCFCz) 一 GCCZ)) 
(4) FCc) 一 GCCc) 
(5) С(с) 
(6) 32602) 


前 提 引 入 

(1) 习 一 规则 

前 提 引 入 

(3) У 一 规则 
(2)、(4) 假 言 推理 
(5) 习 十 规则 


如 果 把 (3)、(4) 写 在 前 ,(1)、(2) 写 在 后 , 即 得 下 面 的 证 明 过 程 . 


(1) Vz(F(z)>G(z)) 
(2) Е(с)=С(с) 

(3) ЭхЕ(х) 

(4) Ес) 

(5) С(с) 

(6) 32602) 


前 提 引 入 

(1) Y 一 规则 
前 提 引 入 

(3) 3 = #01 
(2) (4) 假 言 推理 
(5) 十 规则 


这 里 的 证 明 在 逻辑 上 是 有 错误 的 . 因为 (2) 中 的 c 可 以 为 个 体 域 中 特定 的 个 体 常 元 ,而 
(4) 中 的 c 没 有 任意 性 ,因此 后 来 书写 的 个 体 c 和 (2) 中 的 c 就 不 一 定 表示 同一 个 体 ,不 能 应 


用 假 言 推理 于 (2)、(4) 得 到 (5) 中 的 Со). 


例 2.5.3 构造 证 明 . 


前 提 : Vx(P(x)V 9(2)), Ух РС); 


结论 : 3 xQ(z). 
证 明 方法 1( 直 接 证 法 ) 
(1) Уж(Р(ж) У О9(+)) 


前 提 引 入 
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(2) Р(с) М О(с) (DY 一 规则 

(3) Vr Р(х) 前 提 引 入 

(4) -Р(о) (3) У 一 规则 

(5) QCc) (2)、(4) 析 取 三 段 

(6) 3292) (5) 习 十 规则 

方法 2( 归 廖 法 ) (将 否定 结论 作为 前 提 得 出 矛盾 ) 

(1) -3zQ(z) 结论 否定 引入 

(2) Vr Q(z) (1) 置 换 

(3) -QO) (2) VY 一 规则 

(4) Уж(Р(е) У Q(z)) 前 提 引 入 

(5) PCoOVQ(Cc) (DV 一 规则 

(6) P(e) (3)、(5) 析 取 三 段 论 

(7) Ух Р(х) 前 提 引 入 

(8) -Р(с) (7) У 一 规则 

(9) Р(с) Л -Р(с) (6)、(8) 合 取 引 入 
出 现 矛 盾 ,结论 得 证 . 


$1 2.5.4 证 明 : Ух(Р(«)—0(&))=> У Р(х) = У О(х). 
证 明 〈 附 加 前 提 法 ) 


(1) VzCPCz) 一 QCz)) 前 提 引 入 

(2) PCco) 一 QCc) (DY 一 规则 

(3) VzP(z) 附加 前 提 

(4) Р(с) (3) У 一 规则 

(5) Qc) (2)、(4) 假 言 推理 
(6) VzQCz) (5) У 十 规则 

(7) VzPCz) 一 VzQCz) 附加 前 提 回 归 


例 2.5.5 证 明 前 提 * 在 本 离散 数学 课堂 的 每 一 个 人 学 过 一 门 计算 机 课程 ”和 * 李 明 是 
本 课堂 的 学 生 ” 蕴 含 结论 “ 李 明 学 过 一 门 计算 机 课程 ”. 

解 500). zx 在 本 离散 数学 课堂 ,C(z) : xz 学 过 一 门 计算 机 课程 ,a: 李 明 . 

前 提 : УСС) СС). Ра); 


结论 : C(a). 

证 明 (1) Vz(CDCz) 一 CCz)) 前 提 引 入 

(2) D(a) >C(a) (DV 一 规则 

(3) D(a) 前 提 引 入 

(4) Са) (2) (3) 假 言 推理 
例 2.5.6 证 明 . 


前 提 : YzCFCz) 一 G(Cz)),Vz(GCz) 一 吾 (z)); 
结论 : VzCF(Cz) 一 吾 (z)). 

证 明 用 直接 证 明 法 证 明 如 下 . 

(1) VzCFCz) 一 GCz)) 前 提 引 入 
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(2) Ес) Сс) (DY 一 规则 

(3) Vz(G(T >H(z)) 前 提 引 入 

(4) Сс) Но) (3) У 一 规则 

(5) Е(с) + Нс) (2)、(4) 假 言 三 段 论 
(6) Ус(ЕСс) + НСс)) (5) У 十 规则 

(7) Vz(F(r)>H(z)) (6) 置 换 


例 2.5.7 证 明 苏 格拉 底 三 段 论 : 

前 提 : 所 有 的 人 都 是 要 死 的 ; 苏 格 拉 底 是 人 . 

结论 : 苏 格 拉 底 是 要 死 的 . 

解 А Р(х): 工 是 人 ,Q(x): 工 是 要 死 的 ,c: 苏 格 拉 底 . 则 有 
前 提 : VzCP(z) 一 QCz)),P(a); 


结论 : Q (a). 

证 明 (1) Ра) 前 提 引 入 

(2) YzCPCz) 一 QCz)) 前 提 引 入 

(3) Р(а)—0(а) (2) У 一 规则 

(4) (а) (1)、(3) 假 言 推理 
例 2.5.8 证 明 . 


前 提 : Vx F(x)>G(7)), Iz(F(r) Л Не»; 
结论 : 3 x(G(x) A H(zx)). 
证 明 (1) 3x(F(x)AH(zx)) 前 提 引 入 


(2) ЕСС) ЛН) (1) 习 一 规则 
(3) YzCFCz) 一 GCz)) 前 提 引 入 
(4) Ес) Сс) (3) М 一 规则 
(5) Е(с) (2) 化 简 
(6) С(с) (4)、(5) 假 言 
(7) НС) (2) 化 简 
(8) ССС) Л Нс) (6) (7) 合 取 
(9) 320С (2) AH(z)) (8) 了 十 规则 


注 (1) 在 证 明 序列 中 先 引 进 带 存在 量词 的 前 提 . 
(2) 实行 量词 消去 (V 一 ,一 ) 规 则 时 ,只 能 对 前 束 范式 应 用 . 1-3 СРО) Л H(zx))， 
-yxz(CQCr) 一 GCz)) 不 能 应 用 . 
例 2.5.9 证 明 前 提 * 在 这 个 班 上 的 某 个 人 没有 读 过 书 ” 和 * 班 上 的 每 个 人 都 通过 了 第 
一 门 考试 "蕴含 结论 “通过 考试 的 某 个 人 没有 读 过 书 ”. 
解 令 C(z): 工 在 这 个 班 中 ,B(x): 工读 过 书 ,P(z): zz 通过 了 第 一 门 考试 . 
前 提 : 3xCCCz)A-BC)), У (СС) >P(7)); 
结论 : 3 x(P(zx) A -B(x)). 
ЧЕН (1) 3z(CCCz)A-B(Cz)) 前 提 引 入 
(2) С(а) Л-В(а) (1) 习 一 规则 
(3) С(а) (2) 化 简 
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(4) Yz(CCCz) 一 PCz)) 前 提 引 入 

(5) С(а)—Р(а) (DV 一 规则 

(6) Р(а) (3) 、(5) 假 言 推理 
(7) -В(а) (2) 化 简 

(8) Р(а) Л-В(а) (6) (7) 


(9) Jz(P(zx) A-B(z)) (8) 习 十 规则 


习 题 2 

一 、 填空 

1. ЖЕ (х): + Л.Н (x,y):z 与 y 一样 高 .在 一 阶 逻 辑 中 ,命题 * 人 都 一 样 高 "的 符 
ЗАРА. 

2. 设 C (z):z 是 运动 员 , G (z):z 是 强壮 的 . 命题 “没有 一 个 运动 员 不 是 强壮 的 ?可 符 
合 化 为 ,或 者 ; 

3. 设 G (z):z 是 金子 ,F (z):z 是 闪光 的 . 则 命题 “金子 是 闪光 的 ,但 闪光 的 不 一 定 是 
金子 ”符号 化 为 ; 


4. Е (г): x 具有 性 质 下 ,G (х): zx 具有 性 质 G. 则 命题 "对 所 有 的 并 而 言 , 若 工 具 
有 性 质 下 , 则 z 就 有 性 质 G” 的 符号 化 形式 为 А 

5. ЕЕ (х): < АЧЧЕМЕ,С (x): xz 具有 性 质 G. 则 命题 “有 的 x 既 有 性 质 下 又 有 性 
质 G” 的 符号 化 形式 为 А 

6. 在 一 阶 逻辑 公式 中 将 命题 符号 化 时 , 若 没有 指明 个 体 域 , 则 使 用 А 

7. 公式 zx(F(z)AG(z)) 的 类 型 为 

8. 公式 VzF(z) 一 (3z3yGCzyy) 一 VZzFCz)) 的 类 型 为 

9. 由 量词 分 配 等 值 式 , 3z(A(Cz) У Вх) е 

10. 缩小 量词 的 辖 域 , VzCF(z) 一 B) 会 . 

二 、 用 0 元 谓词 将 下 列 命题 符号 化 . 
只 要 4 不 是 素数 ,3 就 是 素数 .( 令 F(x): x 是 素数 . ) 
只 有 2 是 偶数 ,4 才 是 偶数 . (С (х): 工 是 偶数 . ) 
5 是 奇数 当 且 仅 当 5 不 能 被 2 整除 . ( 令 F(z): 工 是 奇数 ,G (xz):z 能 被 2 整除. ) 
:、 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 列 命题 符号 化 

1. 所 有 的 整数 ,不 是 负 整 数 ,就 是 正 整 数 .或 者 是 0. ( 令 M (xz): ЕЩЕ (л): х 
ЛЕ, НС): х 是 负 整 数 ,R(z): zx 是 0.) 

2. 有 的 实数 是 有 理 数 .有 的 实数 是 无 理 数 . ( 令 F(z): х 是 实数 ,G(x): x 是 有 理 数 ， 
五 (z): х 是 无 理 数 . ) 

3. 不 存在 能 表示 成 分 数 的 无 理 数 . ( 令 F(x): х 是 分 数 ,W(z): zx 是 无 理 数 . ) 

4. 不 存在 最 大 的 自然 数 . ( 令 F(x): з АЖ. НО. у): 22у.) 

四 、 指 出 下 列 各 公式 中 的 指导 变 元 ,各 量词 的 辖 域 ,自由 出 现 及 约 东 出 现 的 个 体 变 元 . 

1. Ух (РО) Л jxzQ(z))V (VzrP(r)>Q(7)). 

2. ViVytR (х,у) МІ (у,=)) Л З=Н (ху). 
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五 、 设 解释 T 如 下 : 个 体 域 为 实数 集 民 ,元 素 0. ЩЖ f(x,y) 一 x 一 y, 特 定 谓词 
Е(2.у): xz<y. 根 据 解释 T, 下 列 哪些 公式 为 真 ? 哪些 为 假 ? 

1. VzxF (f(a,r),a). 

2. УхУу (一 (f(r,y),7)). 

3. Vz3yF (zsf (f(xy) 7)). 

六 、 给 定 解释 了 如 下 : 

(а) 个 体 域 D= {т.п}; 

СЪ) рк): ЃОт) =n, fm) =m; 

(с) Н(2, у): НОт.т) = Н(п,п) =0,Н(т,п) = Н(п,т) = 1. 

试 求 下 列 公 式 在 工 下 的 真 值 : 

1，Vz3yHECzryy). 2. JzrVyH(r,y). 

3. УхЭЗу(Н(е, у) НСС), f(y))). 

七 、 给 定 解释 工 如 下 : 

(а) 个 体 域 D= {1,2,3,4}; 

(b) FGz):z 是 2 的 倍数 ;GCCz):z 是 奇数 . 

试 求 下 列 公式 在 工 下 的 真 值 : 

l. Vzr(F(x)>-G(7)). 2. Vr(F(r)>G(7r)). 

3. Vr(—F(r)>G(7)). 

八 、 给 定 解释 工 如 下 : 

(а) 个 体 域 D= {a,b,c,d}; 

(b) F(a)=F(c)=0;F(6)=F(d)=1;G(a)=G(c)=1;G(6)=G(d)=0. 

试 求 下 列 公式 在 工 下 的 真 值 : 

1. VxzCECzr) 一 -GCz)). 2. Уж(Р(&)—С()). 

3. УжСЕ(а)—>С(а)). 

九 、 在 有 限 的 个 体 域内 消去 量词 . 

1. 个 体 域 D 二 {1,2,3) ,公式 为 VzVyCFCz) 一 GCCy)). 

2. 设 个 体 域 D={a,0,c}, 消去 下 述 公 式 中 的 量词 : 

(1) Vz3yCFCz) 一 C(y)); (2) Эх уЕСж.у). 

3. ТИ р= {а.6} ,公式 为 VYz3yCFCz,y) 一 GCz,y)). 

4. 个 体 域 D=={1,2,3} ,公式 为 了 zVyCFCz) 一 G(Cy)). 

5. Ж = {fa,0,c} ,公式 为 Vz 了 3yCFCz)AGCy)). 

十 、 给 定 解释 工 如 下 : 

(а) Ж = {3,4}; (b) f(x):f(3)=4,f(4)=3; 

(с) F(x,y): Е(3,3)=Е(4,4)=0,Е(3,4)=Е(4,3)=1. 

试 求 下 列 公式 在 工 下 的 真 值 : 

1. УхЗуР(т,у). 2. ЭЗхУ уЕСт,у). 3.Vz3yCFCz,y) 一 FCFCz),FCy))). 

十 一 、 选 择 

1. 下 面 谓词 公式 哪个 是 前 束 范式 ?( ) 

А. (Ух) (Уу) (3=) (Е (1,у)>С (=)) 
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В. (Ух) (Зу)Н (ху) 
С. (Зх) (Уу) (Ух) (Е (х,у) ЛС (х,у)) 
р. (Yz)( 互 (z,y) 一 (3y)G (у)) 
2. 下 列 各 式 哪个 不 正确 ? ( ) 
А. (Yz)(P(z)VQ(Cz)) 呈 (VYz)P (х) У (Ух) (=) 
В. (Ух) (Р (2) ЛО (=) )Э(Уж)Р (rz)ACYVZz)Q (=) 
С. (З=) (Р (х) МО (х))2(93ж)Р (х) У (3=х)9 (=) 
р. (Ух) (Р (=) ЛӘ)е(У=)Р (2) ЛО 
十 二 、 在 自然 推理 系统 Р 中 构造 下 面 推理 的 证 明 : 
前 提 : рМ. рдд 
结论 : 二 一 r 
二 三、 符号 化 下 列 命题 ,并 在 自然 推理 系统 Р 中 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
1. 只 要 A 曾 到 过 受害 者 房间 并 且 11 点 以 前 没 离开 ,A 就 是 谋杀 嫌犯 . A 曾 到 过 害 者 房 
间 . 如 果 A 在 11 点 前 离开 ,看 门人 会 看 见 他 . 看 门人 没有 看 见 他 . 所 以 A 是 谋杀 嫌犯. 
2. 如 果 今 天 是 星期 六 ,我 们 就 要 到 颐和园 或 圆明园 玩 , 如 果 颐 和 园 游人 太 多 ,我们 就 不 
去 颐和园 玩 . 今天 是 星期 六 . 颐和园 游人 太 多 . 所 以 ,我 们 去 圆明园 玩 . 
3. 如 果 小 王 是 理科 生 , 则 他 的 数学 成 绩 一 定 很 好 . 如 果 小 王 不 是 文科 生 , 他 一 定 是 理科 
生 . 小 王 的 数学 成 绩 不 好 .所 以 小 王 是 文科 生 . 
4. 如 果 小 张 喜欢 数学 , 则 小 李 或 小 赵 也 喜欢 数学 . 若 小 李 喜 欢 数 学 , 则 他 也 喜欢 物理 ， 
小 张 确实 喜欢 数学 . 可 小 李 不 喜欢 物理 . 所 以 ,小 赵 喜 欢 数学 . 


集合 论 是 现代 数学 的 基础 , 它 的 起 源 可 以 追溯 到 16 世纪 末期 .为 了 追寻 微 积 分 的 坚实 
的 基础 ,人 们 只 进行 了 有 关 数 集 的 研究 . 直到 1876 一 1883 年 , 康 托 发 表 了 一 系列 有 关 集 合 论 
的 文章 ,对 任意 元 素 的 集合 进行 了 深入 的 探讨 ,提出 了 关于 基数 ,序数 和 良 序 集 等 理论 ,奠定 
了 集合 论 的 深厚 基础 .但 是 , 随 着 集合 论 的 发 展 ,以 及 它 与 数学 哲学 密切 联系 所 作 的 讨论 ,在 
1900 年 前 后 出 现 了 各 种 悖 论 ,使 集合 论 的 发 展 一 度 陷 入 伪 滞 的 局 面 . 1904 一 1908 年 , 策 墨 罗 
列 出 了 第 一 个 集合 论 的 公理 系统 ,他 的 公理 ,使 数学 哲学 中 产生 的 一 些 矛 盾 基 本 上 得 到 统 
一 ,在 此 基础 上 逐步 形成 了 公理 化 集合 论 和 抽象 集合 论 ,使 该 学 科 成 为 数学 中 发 展 最 为 迅速 
的 一 个 分 支 . 本 章 介绍 集合 的 一 些 基本 知识 . 


3.1 集合 的 基本 概念 


在 研究 问题 时 ,通常 把 具有 某 种 性 质 的 事物 作为 一 个 整体 来 研究 ,这 个 整体 称 为 集合 ， 
其 中 的 每 个 事物 称 为 集合 的 元 素 . 常用 英文 大 写字 母 A, B,C 等 表示 集合 ,以 英文 小 写字 母 
а, с 等 表示 集合 的 元 素 .a€ A 表示 a 是 A 的 元 素 ,a& A 表示 a 不 是 A 的 元 素 . 

定义 3.1.1 一 个 集合 车 由 有 限 个 元 素 组 成 , 则 称 为 有 限 集 .否则 称 为 无 限 集 . 特别 地 ， 
元 素 个 数 为 零 的 集合 称 为 空 集 , 记 作 “ 名 ”. 用 符号 "|A1” 表 示 有 限 集 A 的 元 素 个 数 . 

常见 的 集合 表示 法 分 为 枚 举 法 和 特性 描述 法 . 枚 举 法 是 将 集合 的 元 素 一 一 列 出 . 如 集合 
A 由 元 素 a ,b,c,d 组 成 ,可 记 为 A 二 {a,6b,c,d}). 特性 描述 法 是 用 集合 的 元 素 所 具有 的 共同 
性 质 来 刻画 集合 . 如 A 二 {zlz 是 正 偶数 }. 一 般 集合 可 用 A 二 {zx|1P(z)} 表 示 , 其 中 PCz) 表 
示 事 物 х 满足 性 质 忆 ,集合 A 由 满足 性 质 P 的 所 有 元 素 组 成 . 

Ж (1) 集合 的 元 素 具 有 确定 性 , 即 元 素 a€E A 或 4&A 二 者 必 居 且 仅 居 其 一 . 

(2) 集合 的 确定 不 应 引起 悖 论 . 如 A 二 {zx|z 儿 A} 不 能 定义 成 为 一 个 集合 . 

(3) 集合 中 的 元 素 具有 无 序 性 . 如 {a,6) 二 {6,a). 

定义 3.1.2 集合 间 的 关系 有 如 下 定义 : 

(1) 设 A.B 为 集合 ,ASB 表示 A 是 B 的 子 集 , 即 如 果 a€A, 则 a€B. 

(2) 设 A,B 为 集合 ,ACB 表示 A 是 B 的 真子 集 , 即 ASB 且 存在 bEB 使 4 A. 

(3) ЖА, В НЕА. АЕВЖЖАСВНВСА, ША 和 B 元 素 相 同 , 称 作 A 与 B 相等 . 

(4) ЖРО) = (А|АСХ) Я ХМ, ВХ 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 ,有 时 也 记 为 2*. 

根据 讨论 问题 的 需要 ,常设 一 个 充分 大 的 集合 为 全 集 , 也 称 为 基本 集 , 所 讨论 的 集合 均 
为 这 个 集合 的 子 集 . 
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Е (1) X 含 有 7” 个 元 素 , 则 X 有 2" 个 子 集 , 即 PCX) 含 有 2" 个 元 素 . 
(2) 空 集 是 任 一 集合 的 子 集 . 
(3) 包含 关系 满足 以 下 性 质 : 


Ф АСА; ( 自 反 性 ) 
© + АСВ.ВСА, М А=В; (反对 称 性 ) 
© # АСВ,ВСС, й] АСС. (传递 性 ) 


例 3.1.1 В А={а,6}, Ж РСА). 

解 РСА) = (0, {а}, {6}, {а,6}}. 

Ш ”25 一 {名}), 要 区 分 多 与 {如 ) ,其 中 名表 示 空 集 ,其 中 没有 任何 元 素 ,而 {多 ) 则 表示 
以 空 集 避 为 元 素 的 一 个 集 族 , 即 尹 E18). 

一 般 用 N,Z,Q,R,C 分 别 表 示 自 然 数 集 、 整 数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 、 复 数 集 ,它们 满足 
NCZCQCRCC. 


3.2 集合 的 基本 运算 


集合 有 并 、 交 、 差 , 补 、 对 称 差 等 运算 . 
定义 3.2.1 设 A,B 为 集合 ,A УВ 的 并 集 记 作 AUB, 其 定义 式 为 
AUB={zlzEA 或 xEB)}. 
定义 3.2.2 设 A,B 为 集合 ,A 与 也 的 交集 记 作 A 站 了 ,其 定义 式 为 
AmnB={zlzEcA 且 zEB)}. 
定义 3.2.3 设 A,B 为 集合 ,A 与 B 的 差 集 记 作 A 一 B 或 A\B, 其 定义 式 为 
А-В={х|хЕА В х В). 
定义 3.2.4 设 X 为 基本 集 , 集 合 A 的 补 集 记 作 A-* 或 A ,其 定义 式 为 
А‘=Х—А={х|хФА Н хЄХ). 
定义 3.2.5 МА, В 为 集合 ,A 与 B ЙЕ ЛОВ. НЕХ 
A@®B= (A—B)U(B—A). 
对 称 差 也 称 为 布尔 和 . 
以 上 定义 的 并 和 交 运 算 称 为 初级 并 和 初级 交 . 下面 考虑 推广 的 并 和 交 运 算 , 即 广义 并 和 
УЕ: 
定义 3.2.6 设 A 为 集合 ,A 的 元 素 的 元 素 构成 的 集合 称 作 A 的 广义 并 , 记 作 UA, 符 
号 化 表示 为 
UA= {zxz|3z (=ЕАЛхЕ=)}. 
例 3.2.1 ЖА { {а,б,с},{а,с,4},{а,е,/}},В={{а}},С={а, {с,а}}. № 
UA={a,b,c,d,e,f}, ОВ= {а}, 
Ос=а0 {с,4}, Оё=@ 
根据 广义 并 定义 ,我 位 有, 若 A={A,A:,…,A, 则 UA=AUA:U…UA,. 
定义 3.2.7 设 A 为 集合 ,A 的 元 素 的 元 素 构成 的 集合 称 作 A 的 广义 交 , 记 作 门 A, 符 
号 化 表示 为 
ПА= {51Ү (Е А-—=хЕ=)}. 


зз ”集合 中 元 素 的 计数 ө 
考虑 例 3. 2.1 中 的 集合 ,有 


ПА= {а}, ПВ={а}, Пс=аП {с,а}. 
但 空 集 多 不 可 以 进行 广义 交 , 因 为 站 信 不 是 集合 ,在 集合 论 中 是 没有 意义 的 . 和 广义 并 
类 似 , 若 A={Ai,As,…,A,};, 则 站 A=Ai 站 A: П--- ПА,. 
例 3.2.2 ША={{а},{а.6}}, НО ЧА, ППА ЯП 0АО(ООА- ОПА). 
М ЧА={2,5}, ПА={а}, UUA=aUb， 
ПОАО(ООА- ОПА) = (аПЬ) Ч ((а06)—а) 
一 (ao)U (6—а) 
=, 
所 以 UUA=aU6,NNA=a, ПОАО(ООА- ОПА) =. 


3.3 集合 中 元 素 的 计数 


集合 的 运算 可 以 用 文 氏 图 表示 . 文 氏 图 的 构造 方法 如 下 : 
下 是 全 集 , 圆 A,B 的 内 部 为 集合 A,B, 如 果 没有 关于 集合 不 交 的 说 明 ,任何 两 圆 应 彼此 
相交 . 图 中 的 阴影 区 域 表 示 集 合 A,B 在 相应 运算 下 组 成 的 集合 . 具体 见 图 3. 3. 1. 


Сф) | 
АПВ 4UB 
Е 
@ E С) С) 
А АПВ= Я 
Е 
| | а ` 
АСВ BA 
Ш 3.3.1 


X 为 集合 ,A,B,C 为 X МУЖ, О.П, 为 集合 的 并 、 交 、 补 运算 ,有 以 下 性 质 : 
(1) AUB=BUA,AnB=BnA; (交换 律 ) 
(2) (AUB)UC=AU (BUO), 

(АПВПС=АП(ВПО; (结合 律 ) 
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(3) АЦЯ=А, АПХ=А; (同一 律 ) 

(4) АЈА: = Х,АПА:= 0; (互补 律 ) 

(5) AU(ANB)=A,AN (AUB)=A; (吸收 律 ) 

(6) AU (BNO=(AUB NAUO, 
AN(BUO=(ANB)UANO; (分 配 律 ) 

(7) АЧА=А, АПА=А; СЕН 

(8) АЧХ=Х,АПЯ=Р; СЕВ) 

(9) (А) =А; (双重 否定 律 ) 

(10) (AUB):=A‘NB:,(ANB):=A‘UB:. ( 德 摩根 律 ) 

由 以 上 性 质 知 ,在 任何 集合 运算 的 公式 中 ,将 UU 与 门 互 换 ,公式 仍然 成 立 . 这 就 是 集合 论 

的 对 偶 原则 . 


定理 3.3. 1( 包 含 排斥 原理 ) 设 S 为 有 限 集合 , P,P,…,P。 Жи РН. НИЕ 
何 元 素 或 者 具有 性 质 忆 或 者 不 具有 性 质 PG 一 1,2,…,m) 两 种 情况 必 居 其 一 . ФА, Ж 
示 具 有 性 质 忆 , 的 元 素 构成 的 子 集 , 则 5 中 不 具有 性 质 P Р, Р. 的 元 素 个 数 为 

ГА ПА; П ПА. 1-15 У 14, 1+ У) ТА, ПА, | 


1<i<j<m 


=) У А АН:АЫ 


с" | А, ПА, П --- ПА, 1. 
推论 S 中 至 少 具有 一 条 性 质 的 元 素数 为 
ТА, ЦА, 0 ЦА. | 
= УПА УУ А АИА У) ТАА ПА 


1<і<ј<т 1<і<ј<а<т 
С) [А ПАИ ПА, 1: 
4 т=2 时 ,有 
А, ЧА |= [А,1+1А:1— 1А, ПА: |. 
4 т=3 时 ,有 
А, ОА: ЧА | = [А,1+1А1-+1А,1— 1А, ПА: 1 1А, ПА, | 
— 14, ПА, | +1А, ПА, ПА, |. 
一 般 包 含 排斥 原理 又 称 为 容 斥 原理 . 
例 3.3.1 有 120 个 学 生 参 加 考试 ,这 次 考试 有 3 道 题 A,B,C, 考 试 结果 如 下 : 12 个 学 
生 3 道 题 都 做 对 了 .20 个 学 生 做 对 A,B 两 道 题 ,16 个 学 生 做 对 A,C 两 道 题 ,28 个 学 生 做 对 
B,C 两 道 题 ,做 对 A 题 的 有 48 个 学 生 , 做 对 В 题 的 有 56 个 学 生 , 还 有 16 个 学 生 一 道 题 也 
没 做 对 . 求 做 对 C 题 的 学 生 有 多 少 个 ? 
解 ” 设 做 对 A 题 的 学 生 为 Pi ,做 对 B 题 的 学 生 为 P; ,做 对 C 题 的 学 生 为 P; ,由 题 意 ， 
根据 容 斥 原理 可 知 
ІР, ПР, ПР, |=12,|Р. ПР, |=20,|Р. ПР. 1=16,1Р, ПР, |=28, 
ІР, |=48, |Р, |=56,1Р, ОР, ОР, |=16, МЫ 1Р, ОР, ОР, |=120—16=104, 


而 


习题 3 


ІР, ОР, ОР, |=1Р,1+1Р,1+1Р;,1—1Р, ПР,1—1Р, ПР, | 
— ІР, ПР,1+ІР, ПР, ПР, |, 
因此 |P:| 王 52, 所 以 做 对 了 С 题 的 学 生 有 52 Л. 


习 题 3 


1. КА, В 为 集合 , 试 确定 下 列 各 式 成 立 的 充分 必要 条 件 : (直接 写 结论 就 可 以 ) 
(1) A—B=B; (2) А-В=В-А; (3) АПВ=ВИА; (4) АФВЕА. 

2. 证 明 (AUB=AUC)A(ANB=ANC)=>B=C. 

3. ЖАН: 


(1) А={а,6,с} ‚Ш РСА) = ; 
(2) B={1,{2,3}}, 则 P(B)= 
(3) С= {0}, P(C)= Й 


(4) р=(8,(2)}, АР) = А 

4. ЖЕ={1,2,3,4,5,6},А={1,4},В={1,2,5},С= 2,43. ЖТ СВОЕ 
写 出 集合 的 具体 元 素 ) : 

(1) АПВ; 

(2) (АПВ) ОС; 

(3) (АПВ); 

(4) P(A)NP(B); 

(5) P(A) 一 P(B). 

5. 用 枚 举 法 表示 下 面 的 集合 : 

(1) 5$: ={х |[х=2\Ух=5}; 

(2) 5. ={х 1:62 Л3<2<12}; 

(3) $: ={х [ЕВ Ла —1=0/Лх>3}; 

(4) $4 = {(ж‚у)|т.УЕЁЛ0< 52 Л —1<у<0}. 

6. ЖА= {2,а,{3},4},В= {07,4, {а},3},С= {{{1,2}},{1}}. Ж. а) АФВ= 


; (2) РСС) = М 
7. 设 5=4{2,а,{3},4},К={{а},3,4,1} ,指出 下 面 的 写法 哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 . 
(1) {а} Е 5; (2) {а} ЕК; (3) {а,4{3} }=5; 
(4) {{а},1,3,4} СВ; (5) S=R; (6) {ajSS; 
(7) {а} К; (8) бск; (9) ба { {а}) ЄК; 


(10) {0)=5; а) ЕК; (12) 0 {{3),4). 
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二 元 关系 和 函数 


第 3 章 讨论 了 集合 及 集合 的 运算 ,本章 研 究 集合 内 元 素 的 关系 以 及 集合 间 元 素 的 关系 ， 
这 就 是 关系 和 函数 .关系 和 函数 是 很 重要 的 数学 概念 , 它 在 计算 机 科学 技术 中 的 许多 方面 有 
着 重要 的 应 用 ,如 数据 结构 ,数据库 、 情 报 检 索 、 算 法 分 析 等 . 本 章 主 要 讨论 二 元 关系 理论 . 


ЖХ 4.1.1 由 两 个 元 素 z 和 >( 人 允许 z= 一 y) 按 一 定 顺序 排列 成 的 二 元 组 , 称 为 一 个 有 
序 对 或 序 偶 , 记 作 (z,y), 其 中 工 是 它 的 第 一 元 素 ,y 是 它 的 第 二 元 素 . 

有 序 对 (x,y) 具 有 如 下 性 质 : 

1. М ху, (ху) (у, т). 

2. (zy ) 一 (zzyyz)》 的 充 要 条 件 是 zi 一 zz 且 у узг. 

上 述 两 条 性 质 是 二 元 集 {xz,y} 所 不 具备 的 . 例如 , 当 z 天 > 时 ,有 {z,y}={y,z}. 原因 
在 于 集合 中 的 元 素 是 无 序 的 ,而 有 序 对 中 的 元 素 是 有 序 的 . 

例 4.1.1 已 知 (z 十 2,3) 一 (3,2z 十 y), 求 zx 和 >y. 

解 ”由 有 序 对 相等 的 充 要 条 件 , 有 

2+2=3, 
зае 

解 得 х=1,у=1. 

定义 4.1.2 设 A,B 为 两 个 集合 ,所 有 第 一 元 素 属于 A, 第 二 元 素 属于 В 的 序 偶 所 组 
成 的 集合 , 称 为 集合 A 和 和 集合 B 的 笛 卡 儿 乘积 . 记 作 АХВ, 

AXB=((zyy)|zEAAyEEB}. 

例 4.1.2 设 A={a'b),B={0,1},C={1G}, 试 求 AXB,BXA,AXA,BXB,CXC， 
(AXxB)XC 和 AX(BXC). 

解 АХВ={(а,0),(а,1),(6,0),(6,1)},ВХА= {(0,а),(1,а), (0,6), (1,6) } 

AXA={(a,a), ab) ,6,6), ау}. 

вхв={‹0,0),‹0,1>,(1,0),(1,1>}, 

CxXC={(2 ,2)}, 

(АХВ) хХС= { ((а,0), 7), ((а,1).7),(06,0),6), 0,1), р. 

ВхС= {0,0),(1,9)}, 

АХ(ВХС)= (а, 0, 0), (а, (1,05), (6, (0,57)), (6.01, ). 


4.1 集合 的 笛 卡 儿 积 与 二 元 关系 S 


ШЖ |А | =». 1B|=n,; 则 |AXB|==mn. 从 例 4.1.2 不 难看 出 笛 卡 儿 积 具有 如 下 性 质 : 
性 质 1 对 任意 集合 A, 根 据 定义 有 
АхХ@=@, GXA=Y. 
性 质 2 一 般 地 说 ,第 卡 儿 积 元 素 不 满足 交换 律 , 即 
AXB#BXA (ЩАЗ Л В© ЛАВ). 
性 质 3 第 卡 儿 积 运算 不 满足 结合 律 , 即 
(AXB)XC#AX(BXC) (М А56 ЛВ5 0 ЛС 0н). 
性 质 4 ВЕЛО Я ХЕ да ЛАО Е. Вр 
АХ‹ВОС) = (АХВ) (АХС), 
(ВОО ХА= (ВХА) (СХА), 
АХВПС) = (АХВ) (АХС), 
(ВПС) ХА= (ВХА) П (СХА). 
证 明 ”我们 只 证 明 第 一 个 等 式 . 任 取 (zx,y)EAX (ВОС). МН 
(zy)EAX(BUC)SzEAAyEBUC 
SrEAN(yEBVyEC) 
今 (ZEAAyEB)VCrzEAAyEC) 
Olr,yEAXBV (х,у) ЄАХС 
Ө(х,у)Є(АХВ)0 (АХС), 
所 以 有 AX(CBUC)=(AXB)U(AXC). 
类 似 地 可 以 证 明 其 他 情形 . 
性 质 5 АССЛВЕО>АХВЕСХО. 
采用 命题 演算 的 方法 ,可 以 证 明 性 质 5. 该 证 明 留 给 读者 考虑 . 
值得 注意 的 是 ,性 质 5 的 道 命题 不 成 立 , 分 以 下 几 种 情况 讨论 : 
(1) ЧА=В= 28, АЖ АСС Н ВЕР 成 立 . 
(2) 4 АОН ВО, 4 АСС А ВЕР 成 立 .具体 证 明 如 下 : 
ЧЕХ «ЕЛ, НТ В5 © , ЕЕ УЕ B. 所 以 有 (zx,y)EAXBSCXD. НЛА Е 
义 有 xzEC 且 yED. 
(3) ЧАЕС ВАО, АСС 成 立 ,但 不 一 定 有 ВСР 成 立 . ИМ, ЖА=О, 
В= (1),С= {(2),0= (3). 
(4) Ч А5 01Н B= 多时 ,有 ВСР з. Е АСС. ЙЩ.А=(1).В8= 0, 
{2},D= 3). 
14.1.3 ША={1,2}, ЖР (А)ХА. 
М Р(А)={0,{1},{2},{1,2}}, РАЎ ХА = (07,1), (07,2), ({1},1),({1},2), 
<{2},1>,({2},2),({1,2},1›,({1,2},2>}. 
#1 4.1.4 设 A,B,C,D 为 任意 集合 ,判断 以 下 命题 是 否 为 真 ,并 说 明理 由 . 
(D АХВ=АХС>В=С; 
(2) A—BXC=(A=B)YXA=O)s 
(3) A=BNC=D=>AXC=BXD; 
(4) 存在 集合 A, 使 得 АСАХА. 


C 
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Ш (1) 不 一 定 为 真 , 当 A== 儿 ,B= 二 {1} ,C= 二 {2} 时 ,有 AXB=B 一 AXC, 但 是 B 关 C. 
(2) 不 一 定 为 真 , 当 A==B=={2},C 二 {3} 时 ,有 

A—(BXO)= {2}—{(2,3)}=1{2}, 

(А-В) Х(А-О) = 8х (2) = 6. 


(3) 为 真 . 

(4) ЯН. ЖА АОН, АСАХА. 

ЖХ 4.1.3 如 果 一 个 集合 满足 下 列 条 件 之 一 : 

(1) 集合 是 空 集 ; 

(2) 集合 非 空 , 且 集合 中 元 素 都 是 有 序 对 , 则 称 该 集合 为 一 个 二 元 关系 , 记 作 К. 二 元 关 
系 也 可 简称 为 关系 . 对 于 二 元 关系 尽 , 如 果 (z,y)ER, 可 记 作 xzRy; 如 果 (x,y) ЄК. ОЕ 
х Ку. 

Я, В, = { (1,3), а, 6) }.8:= 51.3) ,а,6}. К, 是 二 元 关系 ,但 Rs 不 是 二 元 关系 ， 
К, Я ЕНА ЗСА. ПД 1,3 ,аК, 6.1 Кла. 

定义 4.1.4 设 A,B 为 集合 ,AXB 的 任何 子 集 所 定义 的 二 元 关系 , 称 为 从 A 到 B 的 
二 元 关系 . 特别 地 , 当 A 二 B 时 称 为 A 上 的 二 元 关系 . 

Я, А={0,1},В={1,2,3} ,那么 

к ={‹0,2)}, К.=АЖВ, В,=@, Е.={‹0,1)} 
都 是 从 A 到 B 的 二 元 关系 ,特别 地 ,R;,R, 也 是 A 上 的 二 元 关系 . 

一 个 集合 A 上 二 元 关系 的 个 数 依赖 于 集合 A 中 元 素 的 个 数 ,如 果 |A| = п, ЖА 
АХА | = ,АХА 的 子 集 就 有 2” 个 . 每 一 个 子 集 代表 集合 A 上 的 一 个 二 元 关系 ,所 以 集 
合 A 上 就 有 2” 个 不 同 的 二 元 关系 .例如 |A|=3, 则 A 上 就 有 2? 一 512 个 不 同 的 二 元 关系 . 

定义 4.1.5 对 于 任何 集合 A, 空 集 Z 忆 AXA, 空 集 称 为 集合 A 上 的 空 关系 ;定义 集合 

Ел = { (х,у) |хЄАЛуЄА) =АХА, 
Іл={(х,х)|хЄА}, 
则 称 集合 E4 ,I4 分 别 为 集合 A 上 的 全 域 关系 和 恒 等 关系 . 
例如 ,集合 А={1,2}, 
Ед={(1,1),(1,2),(2,1),{2,2)}, 
j= 
除了 上 述 三 种 特殊 关系 以 外 ,还 有 一 些 常 用 的 关系 ,分 别 说 明 如 下 . 

ШЖ АСК. ШЖ La 称 为 集合 A 上 的 小 于 或 等 于 关系 ;B 是 非 零 整数 集合 的 子 集 , 则 
关系 Ds 称 为 集合 B 上 的 整除 关系 ;集合 A 上 由 一 些 集合 构成 的 集 族 , 则 关系 Rc 称 为 集合 
А 上 的 包含 关系 . 例如 А={1.2,3},В={а.6} ‚М 

у ЗУ 
Ра={4 1,1, (1,2>, 1,3), (2,2%, 3531. 
3 А=Р(В) = {02 . {а}, {6} (аЬ. ДЕФА 上 的 包含 关系 
Ке = (060,057), (07, {ар), (67, (6), (9, (а.6)). <{а},{а}>,<{а},{а,6}), 
«{6),{6)), (6), (4.6), а,Ь}. {ав} }. 
类 似 地 还 可 以 定义 大 于 等 于 关系 、 小 于 关系 、 大 于 关系 、 真 包含 关系 ,等 等 . 
例 4.1.5 设 A={1,2,3,4,5}, R 是 定义 在 集合 A 上 的 二 元 关系 ,试用 列 元 素 法 表示 


4.2 关系 的 运算 © 


关系 R. 
(1) = { (х,у) |= 是 y 的 倍数 }; 
(2) В= {(2,у) |(=—у)ЄА)}; 


(3) R 一 {(z,y) | 让 是 素数 )， 


(4) В={(т,у) [тэ у}. 

® (1)8={(5,5),(5,1),(4,4),(4,2),(4,1),(3,3),(3,1),(2,2),(2,1),<1,1>}. 

(2) К= { (2,1),43,2),(4,3),(5,4),(3,1),‹4,2),(5,3),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5), 
«1,3),‹2,4),(3,5),(4,2),(3,1)}. 

(3) К= ((2,1),43,1),(5,1),(4,2)}. 

(4) К= Ел — Іл = (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,1), (2,3), (2,4), (2,5), (3,1), 
«3,2),43,4), (3,5), (4,1),(4,2),(4,3),(4,5),(5,1),(5,2).(5,3),(5,4)). 

关系 的 表示 方法 有 三 种 : 集合 表示 法 .关系 矩阵 和 关系 图 . 例 4.1.5 中 给 出 的 关系 就 是 
用 集合 表示 法 给 出 的 . 对 于 有 限 集合 A 上 的 关系 ,还 可 以 用 其 他 两 种 方式 来 给 出 . 

ВА = {21 ›д»,***,х,}, К ЖА 上 的 关系 . 令 


1, 1 жКУ,, 
м | И ний 


0, #2, Ry;， 
则 
та Гр тһ 
(ед == ral "8 Ton 
rm Гиз Tm 


是 R 的 关系 矩阵 , 记 作 Mex. 


Я А={1,2,3,4},В={‹1,1),(1,2),(2,3),(2,4),(4,2)} ‚№ К МЕ ЖАНРЕ 
1100 
0011 2 
|oooo ! 
О. 07:10 
设 A={zi,zs，,…,7X,},R 是 A 上 的 关系 , 令 图 G=(V， 
E) ,其 中 顶点 集合 V 一 A, 边 集 为 E. Ут, СУ, 
(хх, Е ЕжВх,, 3 
称 图 G 为 R 的 关系 图 , 记 作 Gx. 4 
4.1.1 


在 上 例子 中 ,R 的 关系 图 Gr 如 图 4. 1. 1 所 示 . 


4.2 关系 的 运算 


本 节 主 要 介绍 关系 的 7 种 基本 运算 . 
定义 4.2.1 设 尺 是 二 元 关系 . 
(1) R 中 所 有 的 有 序 对 的 第 一 元 素 构成 的 集合 称 为 R 的 定义 域 , 记 作 domR, 即 表示 为 
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дот = (213 у((х,у) ЄК)); 
(2) R 中 所 有 的 有 序 对 的 第 二 元 素 构成 的 集合 称 为 R 的 值 域 , 记 作 ranR , 即 表示 为 
ranR={y| Э:((2.у) ER)); 
(3) К 的 定义 域 和 值 域 的 并 集 称 为 R 的 域 . 记 作 fldR, 即 表示 为 
fldR= domR U ranR. 
例 4.2.1 R=={(1,2),(1,3),(2,4),《4,3)}, 则 的 定义 域 . 值 域 及 域 分 别 为 domR = 
{1,2,4},ranR={2,3,4} ,fldR= {1,2,3,4}. 
定义 4.2.2 设 尺 为 二 元 关系 ,R ЩИХ, МЖК 的 逆 , 记 作 R71 ,其 中 
及 -一 {(z,y)|(y,z)ER). 
定义 4.2.3 设 下 ,G 为 二 元 关系 ,G 对 下 的 右 复合 记 作 ЕС. НИ 
Е°С= { (х,у) | З(((х.)ЕЕЛ «1, у)ЕС)}. 
#1 4.2.2 Е { (3,3), (6,2)},6={ (2,3) }, 
Е-!= {43,3),(2,6)},Е°С= {(6,3)}, С°Е= {(2,3)}. 
类 似 地 也 可 以 定义 关系 的 左 复合 , 即 
Е°С= {(2.у) 1 3:0.) ЄСЛ б.у) ЄР) ). 
如 果 我 们 把 二 元 关系 看 作 一 种 作用 ,(xz,y) ER 可 以 解释 为 x 通过 R 的 作用 变 到 >, 那 
么 右 复 合 FeG 与 左 复合 FeG 都 表示 两 个 作用 连续 发 生 . 所 不 同 的 是 : 右 复合 ЕС 表示 在 
右边 的 G 是 复合 到 下 上 的 第 二 步 作 用 . 而 左 复合 F*G 恰好 相反 ,其 中 下 是 复合 到 G 上 的 第 
二 步 作 用 . 这 两 种 规定 都 是 合理 的 ,正如 在 交通 规则 中 有 的 国家 规定 右 行 ,有 的 国家 规定 左 
行 一 样 .本 书 采用 右 复合 的 定义 ,而 在 其 他 的 书 中 可 能 采用 左 复合 的 定义 ,请 读者 注意 两 者 
的 区 别 . 
定义 4.2.4 设 R 为 集合 A 上 的 二 元 关系 . 
(1) КЖА 上 的 限制 记 作 R^A, 其 中 
КАА {(х,у)|хВуЛхЕА}. 
(2) A 在 R 下 的 像 记 作 R[LA], 其 中 
К[А]=гап(К А А). 
不 难看 出 ,R 在 A 上 的 限制 R^A 是 R 的 子 关系 ,而 A 在 R 下 的 像 R[LA] 是 ranR 的 
子 集 . 
例 4.2.3 设 R={(1,2),《1,3),《2,2),《2,4),《3,2)), 则 
RI{1}={(1,2),(1,3)}, ВА Я=В, 
КА {2,3} = {02,2),(2,4),(3,2)}, Е[1)]= (2,3), 
к2]= 6, Ю[{3}]={2}. 
关系 是 集合 ,因此 前 面 所 定义 的 集合 运算 对 于 关系 也 是 适用 的 . 为 了 使 集合 表达 式 更 为 
简洁 ,我 们 进一步 规定 : 本 节 所 定义 的 关系 运算 中 道 运算 优先 于 其 他 运算 ,而 所 有 的 关系 运 
算 都 优先 于 集合 运算 ,对 于 没有 规定 优先 权 的 运算 以 括号 决定 运算 顺序 . 例如 
гапЕ!.Е°СЈЕ°Н „тап(ЕА А) 
等 都 是 合理 的 表达 式 . 
下 面 介 绍 这 些 基 本 运算 的 性 质 . 


4.2 关系 的 运算 © 


定理 4.2.1 设 下 是 任意 的 关系 , 则 
(1) (FI 一 一 F; 
(2) domF =ranF ,ranF™! = domF. 
证 明 (1) 任 取 (zx,y) ,由 关系 逆 的 定义 ,有 
(TV EF OY 2) ЕЕ Ol(r,Y EF, 
ЖЖ (Е) =Е. 
(2) ЧЕ 2. Ш 
XEdomF 3 у((х,у)Ә ЄЕ)53 у((у,.2) Е Е) тЕ гапЕ, 
所 以 有 domF-: 一 ranF. 
同 理 可 证 ranF 一 一 domF. 
定理 4.2.2 设 ,G,H 是 任意 的 关系 , 则 
(1) (Е°С)°Н=Е°(С° Н); 
(2) (Е°С)  =С-!°Е-!. 
证 明 (1) Ех, у), й] 
(х,у) Є(Е°С)°Н е3: х.) ЄЕ°СЛ (ty EH) 
ө 31035((2,5) ЄЕЛ (5,1) ЄС) Л(,у)ө ЄН) 
ө 3:3 5((=,5) EFAN(s,tEGA (ty ЄН) 
ө35((2,5)Ә ЄЕЛ 3t((s,t EGA ,yy EH)) 
OIs((r,s EFAN(s,yEGH) 
Ө(х.у) ЄЕ°(С°Н), 
所 以 有 
(Е°С)°Н=Е°(С°Н). 
(2) ЧЕК. уе (ЕС), АТ 
(х,у)Е (ЕС) (у, х) ЄЕ°С 
© Э (у, ЕЕЛ (с.х) ЄС) 
OIi(r,t EG AY EF!) 
Or,y) EG "Е, 
所 以 有 
(F°G) 1!=G Е“. 
定理 4.2.3 设 R 为 A 上 的 关系 , 则 
R°eLA=IA°*R=R. 
证 明 任 取 (xz,y)ER°T4, 则 有 
(TY ER°TA 3102,1) ЄКЛ «Е, ET) 
ө3:((х.1)Ә ERANt=y) 
>(r,y) ЄК. 
从 而 有 尺 "TASR. 
(zy)ER 一 (zy)ERAyYEA 
=(2,у)Ә ЄКЛ (у,у) ET 
=(=,у)ЄК°Іл, 
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МЖ КСК. Ж.ж 
К°І, =Р. 

应 用 同样 方法 ,可 证 ТАК К. 

定理 4.2.4 设 下 ,G,H 为 任意 关系 , 则 

(1) ЕСОН) =Е°СОЈЕ°Н; 

(2) (СОН): Е=С°ЕОН°Е; 

(3) Е°(СПН)СЕ°СПЕ° Н; 

(4) (СПН)ЕСС°ЕПН-°Е. 

证 明 我 们 仅 针 对 (3) 给 出 证 明 , 其 他 留 作 练习 . 

(3) №.) ЄЕ°(СПН), М 

(х,у) EF GNH)SOIt((z,t EFA(,yEGNH) 
61:02, ЄЕЛ (г, у) ЄСЛ (ty ЄН) 
SOIt((zt ЄЕЛ (с, у) ЄС) Л (2,1) ЄЕЛ (у ЄН)) 
= 3:((х,1)Ә ЕЕЛ (+, у ЄС) Л 3:0 х,1)Ә ЄЕЛ (,уЎө ЄН) 
Ө(=,у)ӣ ЄЕ°СЛ (х,у) ЄЕ°Н 
S(x,y ЄЕ°СПЕ° Н, 


所 以 有 
Е (СПНЕЕ*СПЕзН. 
由 数学 归纳 法 不 难 证 明定 理 4. 2. 4 的 结论 对 于 有 限 多 个 关系 的 并 和 交 也 是 成 立 的 , 即 有 
К° (К, ОК, О. ОК, ) = КК, ОКК, О -- ОКК, з 
(К, ОК, О. ОК, КК, КОК, КО --- ОК, 6; 
к-к. ПК. П--- ПА, СКК, ПКК П --- ПКК, 
ск, ПА, П--- ПК, ) КСК, КПК, КП --- ПК, °В. 
Ж 4.2.5 设 下 为 关系 ,A,B 为 集合 , 则 
(1) Е\ АОВ) =ЕћАЦЕ АВ; 
(2) ЕАЦВ]=ЕГАЛОЕ В]; 
(3) ЕА АПВ) =ЕћАПЕ^А В; 
(4) ЕГАПВЈСЕГАЈПЕГВЈ. 
证 明 我们 仅 针对 (1) 和 (4) 给 出 证 明 , 其 他 留 作 练习 . 
(1) Жу ЄЕ^ (АЦВ). А] 
(zy)EFEf+CAUB) 人 (zy)EFAzEAUB 
®(т,уЕЕЛ(хЕА\хЕВ) 
(т. ЕЕЛхЕА) У ((r,y ЄЕЛ=хЄВ) 
Ө(х.у)ЎӘ ЄЕААУМ(х,у)ЄЕ\В 
Olr,y ЄЕ^АЦЕ\АВ, 
МЫ ЕА (АОВ) =ЕХћАЦЕАВ. 
(4) ЧЕ уе ЕГАПВ], 1 
УЕ Е АПВ] 9 0 (х,у) ЄЕЛ=ЄАПВ) 
= 93 (т. УЕЕЛхЕАЛхЕВ) 
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= 3=х(((х‚уЕЕЛхЕА) Л (( х,у) ЄЕЛ2ЄВ)) 
= 32((2,у) ЄЕЛ2ЄА) Л Iz((r,y EFNrEB) 
©уЕ Е[А] ЛуЕ Е[В] 
SyE ЕГАЛПЕГВ1, 
МЫ ЕГАПВЈСЕГАЈПЕГВ]. 
在 右 复 合 的 基础 上 可 以 定义 关系 的 客运 算 . 
定义 4.2.5 设 尺 为 集合 A 上 的 关系 ,为 自然 数 , 则 关系 尺 的 ХЕХ 
(1) Ro" 一 {((zz)|zEA} 一 有 
(2) К" =К"°В. 
由 定义 可 知 , 对 于 集合 A 上 的 任何 关系 R 和 R, ,都 有 
В = Е = 1А, 
即 集合 A 上 任何 关系 的 0 次 寡 都 相等 ,都 等 于 集合 A 上 的 恒 等 关系 ТА. 此 外 ,集合 A 上 的 
任何 关系 R НКА. НЕ 
ВК! =К°Е=1,°Е=К. 
给 定 集合 A 上 的 关系 R 和 自然 数 nn ,如何 计 算 К" 呢 ? 若是 0 或 1, 结 果 很 容易 计算 . 
下 面 考虑 „22 的 情形 . 如 果 К 是 以 集合 表达 式 给 出 的 ,可 以 通过 nn 一 1 次 右 复 合计 算 К. 如 
果 尺 是 用 关系 矩阵 M 给 出 的 , 则 К" 的 关系 矩阵 是 M" , 即 ЖИ: М» 的 乘积 . 与 普通 矩阵 
乘法 不 同 的 是 ,其 中 的 加 法 运算 是 逻辑 加 ,也 就 是 逻辑 运算 中 的 析 取 运算 , 即 
1+1=1, 1+0=1, 0+1=1, 0+0=0. 
如 果 尺 是 用 关系 图 G 给 出 的 ,可 以 直接 由 图 G 得 到 尺 的 关系 图 G“,G' 的 顶点 集 与 G 相同 . 
考查 G 的 每 个 顶点 xz ,如果 在 G 中 从 xz; 出 发 经 过 nn 步 长 的 路 径 到 达 顶 点 xz;, 则 在 G' 中 加 一 
条 从 а, 到 zi 的 边 ， 当 把 所 有 这 样 的 边 都 找到 以 后 ,就 得 到 图 С”. 
例 4.2.4 设 A={a,b,c,d} ,R= 二 {la,b),《b,a),《b,c),《c,d)}), 求 RR 的 各 次 窒 , 分 别 用 
关系 矩阵 和 关系 图 表示 . 
解 R 的 关系 矩阵 为 


О 0-0 
Ш 0 №. © 
М = , 
0001 
0 0 0 0 
则 К? „К, К 的 关系 矩阵 分 别 是 
о1о 01r0 1 0 0 1 0 1 0 
1.01 0111.01 0 0101 
м = Е ， 
0-0: 0.1110 0 0 1 0 0 0 0 
ооо озо ооо ооо 0 
101 07го1о 0 01.01 
0:71 0 ото 1 0 1 0 
М = мМ? 。M 一 一 加 
00000001 0 0 0 0 
ооо 0 0 0 0 0 0 0 0 
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ото 110 тоо 1010 

лоз зо 0-10: 0.0 отот 
м =м . M 一 一 

ооо оооот ооо о 

ооо ollo ооо ооо 0 


由 此 可 见 ,M = М, Вр R' 二 R*. 故 可 以 得 到 
К = В = В = --,В° = № = В? 
而 К°, Вр Гл 的 关系 矩阵 是 


1 0 0 0 
0 1 0 0 

М 一 Е 
0 0 1 0 
0 0 0 1 


至 此 ,R 各 次 宕 的 关系 矩阵 都 得 到 了 . 
用 关系 图 的 方法 得 到 R",R' ,R? „К? ,… 的 关系 图 如 图 4. 2. 1 所 示 . 


R'=R 
С 2———ұ,, 
b d 
RR == 
图 4.2.1 
下 面 给 出 寡 运 算 的 性 质 . 


定理 4.2.6 设 A 为 含有 7 个 元 素 的 集合 ,R 是 集合 A 上 的 二 元 关系 , 则 存在 自然 数 s 
和 +t, 使 得 К° = К". 

证 明 К 为 集合 A 上 的 二 元 关系 ,对 任何 自然 数 k,R* 都 是 A XA 的 子 集 . 又 知 
[АХА| =. | РРАХА>| = 2", AXA 的 不 同 的 子 集 仅 2” 个. 当 列 出 R ИЖ К°, 


Ки 8,527 не ,时 , 必 存 在 自然 数 s 和 1 ,使 得 R' 一 R'. 

该 定理 表明 ,有 限 集合 上 只 有 有 限 多 个 不 同 的 二 元 关系 . ЧЕ 足够 大 时 ,R' АБ К 
(54. 如 例 4.2.4 中 的 К = К°. 

定理 4.2.7 设 尺 为 集合 A 上 的 二 元 关系 ,m.nEN, 则 

(1) К" К" = Кт" 

(2): 08%)", 

证 明 下 面 利用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 

(1) РЕЖ ЕЙ те М, и ЛИН. 

若 n 二 0, 则 有 

К" К = К" ° 1, = К" = В", 
假设 К" К" К" , МН 
К" К" = В" (КВ) = (В" К") В=В"+"В= В", 
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所 以 对 一 切 m,nEN, 有 К" К" = В+". 
(2) 对 于 任意 给 定 的 mEN, 对 n 用 归纳 法 . 
若 n 二 0, 则 有 
СВ"), ==", 
БСК)" К", М 
пт RR Верите рн, 
РАВ —Н] т.пПЕ М, (К" "= В”. 
定理 4.2.8 设 尺 为 集合 A 上 的 二 元 关系 , 若 存在 自然 数 1530 К = К", 0] 
(1) 对 任何 AEN 有 += К; 
(2) 对 任何 AiEN 有 В+ = Дф p 二 1 一 s; 
(3) 令 S={R',R!,…,R"'!), 则 对 于 任意 的 gn€EN, 有 КЄ 5. 
ЧЕН (1) 由 关系 复合 定义 知 R*+* 二 Re*R*, 由 已 知 КК 及 复合 定义 , 则 有 
В+ = Р = р р = В+, 


(2) 对 此 归纳. 
ЕО, Ат 
рен, 
假设 Ri 一 Rs 其 中 р 5, 
Кор д о ЭК? 


= К+ ЮР = ЮР рн 


=К+'= К, 

由 归纳 法 ,命题 得 证 . 

(3) Е 4ЄМ, д. Ш ЖЖ КЄ S. 若 gq 三 t, 则 存在 自然 数 k 和 i ,使 得 
q=s+kpti, 


Еф 0<#<р—1. РЖ ==. Ш 
5 十 i 魏 * 十 加 一 1 一 * 十 1 一 :一 1 一 上 一 1， 
这 就 证 明了 КЄ S. 
通过 上 面 的 定理 我 们 可 以 看 出 ,有 限 集合 A 上 的 关系 尺 ПК ИК, КК, 
一 个 周期 性 变化 的 序列 . 利用 它 的 周期 性 可 以 将 尺 的 高 次 寡 化 简 为 尺 МАКА. 
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关系 的 性 质 主要 有 以 下 5 种 : 自 反 性 、 反 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 . 下 面 给 出 
关系 的 5 种 性 质 . 
定义 4.3.1 设 R 为 集合 A 上 的 关系 . 
(1) 车 对 任意 zEA, 都 有 (zx,x) ER, 则 称 关系 R 在 集合 A 上 是 自 反 的 , 即 
及 是 自 反 的 全 VzCzEA 一 (zz)ER). 
(2) 车 对 任意 zEA, 都 有 (xz,zx) FR, 则 称 关系 RR 在 集合 A 上 是 反 自 反 的 , 即 
RR 是 自 反 的 舍 Vr(rEA>(zr,7x) РК). 
例如 集合 A 上 的 恒 等 关系 I ,全 域 关 系 Es 都 是 集合 A 上 的 自 反 关 系 . 小 于 等 于 关系 
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La ,整除 关系 Ds 分 别 为 集合 A 和 集合 B 上 的 自 反 关系 . 包含 关系 Rc 是 给 定 集 合 族 A 上 
的 自 反 关系 ,而 真 包含 关系 和 小 于 关系 都 是 给 定 集 合 族 或 集合 上 的 反 自 反 关系 . 
例 4.3.1 ША={2,3,4},Ю, ‚К, М К, 是 集合 A 上 的 关系 ,其 中 
В, ={‹2,2),(4,4)}, 
Е, ={‹2,2),(3,3),(4,4),(4,2)}, 
Rs={(4,3)}, 
说 明 Ri ,Rs 和 Rs 是 否 为 集合 A 上 的 自 反 关系 和 反 自 反 关系 . 
解 ”按照 自 反 关系 和 反 自 反 关 系 的 定义 知 : К. 是 自 反 的 ,Rs 是 反 自 反 的 ,Ri 既 不 是 自 
反 的 也 不 是 反 自 反 的 . 
定义 4.3.2 设 尺 为 集合 A 上 的 关系 . 
(1) 对 于 任意 z,yEA, 若 (z,y)ER 时 ,就 有 (>y,zyER, 则 称 尺 为 集合 A 上 的 对 称 关 
系 , 即 
及 ЖИ У тУу(х,уУЕАЛ (2.у) ЄК (у.х) ЄК). 
(2) 对 于 任意 zx,y€EA, 若 (rx,y)ER 且 (y,x)ER 时 ,就 有 z= 二 y, 则 称 RR 为 集合 A 上 的 
反对 称 关 系 , 即 
КАКУ У убх. уЄАЛ (х. у) ЄКЛ (у.х) ЄК 2 у). 
例如 集合 A 上 的 恒 等 关系 TA ,全 域 关 系 EA 和 空 关 系 名 都 是 集合 A 上 对 称 的 关系 . 而 
恒 等 关 系 TA 和 空 关系 名 也 是 集合 A 上 反对 称 的 关系 ,但 全 域 关系 Es 不 一 定 是 集合 A 上 的 
反对 称 关系 ,除非 集合 A 为 单元 素 集 或 空 集 . 
例 4.3.2 ЖА={2,3,4} ,Ri,R ,Rs М В, 都 是 A 上 的 关系 .其 中 
Ri={(2,2),(4,4)}; R;={(4,4),(4;2);(2,4)} 
Rs={(4,2),(4,3)}, R={(4,2),(2,4),(4,3)}. 
说 明 К, ‚К, ‚К ЖК, 是 否 为 A 上 对 称 的 和 反对 称 的 关系 . 
解 按照 自 反 关系 和 反 自 反 关系 的 定义 知 : Ri 既是 对 称 的 也 是 反对 称 的 ,R, 是 对 称 的 
但 不 是 反对 称 的 ,Rs 是 反对 称 的 但 不 是 对 称 的 ,R, 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 . 

定义 4.3.3 设 R 为 集合 A 上 的 关系 ,车 对 于 任意 zx,y,x€EA, 当 (zx,y)ER 且 (y,x) ER 
时 ,就 有 (zx,x)ER, 则 称 民 为 集合 A 上 传递 的 关系 , 即 

尺 传递 的 SVrxVyVzCr,y,zEAN(zr,y)ERN(y,z) ER>(r,2) ЄР). 

例如 A 上 的 全 域 关 系 EE。 、 恒 等 关系 Ta 和 空 关系 名 都 是 A 上 的 传递 关系 . 小 于 或 等 于 
关系 、 整 除 关 系 和 包含 关系 也 是 相应 集合 上 的 传递 关系 . 小 于 关系 和 真 包含 关系 仍旧 是 相应 
集合 上 的 传递 关系 . 

例 4.3.3 设 A={2,3,4} ,Ri ,Rs 和 Rs 是 集合 A 上 的 关系 ,其 中 

Е, ={{2,2),(4,4)}, Ri={(4,2);(253)}, Ry={(4;3)}. 

说 明 Ri ,R。 和 Rs Е А 上 的 传递 关系 . 

解 ” 由 传递 关系 定义 知 ,关系 Ri 和 Rs 是 集合 A 上 的 传递 关系 ,而 关系 R 不 是 集合 
A 上 的 传递 关系 . 

下 面 给 出 上 述 5 种 性 质 成 立 的 充分 必要 条 件 . 

定理 4.3.1 设 R 为 集合 A 上 的 关系 , 则 

(1) ЕЖА 上 自 反 当 且 仅 当 ITASR; 
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(2) R 在 A ЕН НИМ ВП=Я; 
(3) R 在 A ЕНЖЧНИчЧВ=К"; 
(4) R 在 A ЕЖА НЫ Ч КПВ; 
(5) R 在 A 上 传递 当 且 仅 当 尺 "RSR. 
证 明 (1) 必要 性 . 任 取 (zx,y), 由 于 RR 在 A 上 是 自 反 的 , 则 必 有 
(х,у) EDSr,yEANzr=y=>(r,y) ЄВ, 
从 而 证 明了 ГАСК. 
充分 性 . 任 取 z, 有 
хЕА>(х,х) ЄІ,2(тх,х) ЄК, 
因此 由 自 反 定义 知 ,关系 RR 在 集合 A 上 是 自 反 的 . 
(2) 必要 性 (用 反 证 法 ). 假设 RN IA 隆 如, 则 必 存 在 (z,y)E RN TI, 由 于 I4 是 集合 A 
上 的 恒 等 关系 ,从 而 得 出 zxEA 且 (z,x)ER, 这 与 尺 在 集合 A 上 是 反 自 反 的 相 了 矛盾. 
充分 性 . 任 取 x, 则 有 
хЕА>(х,х)Е [1>(х,х) КНЕ КПА = 20), 
从 而 证 明 在 集合 A ЕК 是 反 自 反 的 . 
(3) НЕ. ЕС, у). 
《zy) ERS(y,T)ER( 因 为 R 在 A 上 对 称 ) 信 (x,y) ЄК!, 
所 以 R=R™1. 
充分 性 . Е (с, у). н R=R™! 得 
(х.у) ER>(y,7)ER >(y,7)ER 
所 以 由 对 称 关系 的 定义 知 ,关系 R 在 集合 A 上 是 对 称 的 . 
(4) 必要 性 . 任 取 (x,y) ,有 
(zy ERNR T'S>(r,y ЄКЛ (х,у) ЄК! 
之 (zy,y)ERA(y,z)ER 
过 r+ 二 y( 因 为 R 在 A 上 是 反对 称 的 ) 
>(r,y) EI, 
ЖЕ У КПК. А. 
充分 性 . Е (с. у). МН 
(х,у) ЄКЛ (у.х) ЄК (х, у) ЄКЛ (х,у) ЄК! 
=>(z,y) ЄКПК"! 
人 (zyy)ETA( 因 为 RnR-ETA) 
—>х=у, 
从 而 根据 反对 称 关系 定义 知 ,关系 R 在 集合 A 上 是 反对 称 的 . 
(5) 必要 性 . 任 取 (zx,y), 有 
(х,у) ЄК:К 3:002, ERN ,YER) 
之 (zx,y)ER( 因 为 R 在 A 上 是 传递 的 )， 
所 以 有 R*RER. 
充分 性 . 任 取 (zx,y) ,《y,z) ER, 则 
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(х,у)Ў ERN(y,z2)ER(r,z)ER°R 
过 (zx,z)ER( 因 为 R*:RCR)， 
所 以 ,根据 传递 关系 定义 知 ,关系 R 在 集合 A 上 是 传递 的 . 
利用 定理 4. 3. 1, 我 们 可 以 根据 关系 的 集合 表达 式 来 判断 或 证 明 关 系 是 否 具 有 某 种 
性 质 . 
例 4.3.4 设 A 是 集合 ,R 和 Rs 是 A 上 的 关系 ,证 明 : 
(1) 车 В, ,Rs 是 自 反 的 和 对 称 的 , 则 Ri ОК, 也 是 自 反 的 和 对 称 的 ; 
(2) 车 R 和 Rs 是 传递 的 , 则 Ri 门 R 也 是 传递 的 . 
ЧЕН (1) НЕА, 和 Rs 是 集合 A 上 的 自 反 关系 , 则 有 
ІСК, Н ЕК. , 
Мі. АСК, UR:. 根 据 定理 4.3.1 可 知 ,RiUR; 在 集合 A 上 是 自 反 的 . 
由 已 知 Ri 和 Rs 的 对 称 性 有 
В, =К;' Н R,=R7?! 
首先 证 明 CR, ОК) = КОКЕ. 
事实 上 , 任 取 (zx,y), 有 
(т.е (К, ЧК, Oy,7) ЄК, ОБ, 
(у, г) ЄК, У (у,х)Е К, 
OT,y) ЕВ! \ (х,у) ЄК! 
(т.е Е:'0Е:', 
即 有 (К, ОК) = Кг ОКЕ 一 RUR:. 
从 而 根据 定理 4. 3. 1 ,关系 К. ОК, 也 是 集合 A 上 对 称 的 关系 . 
(2) мея А, 和 Rs 具有 传递 性 ,由 定理 4. 3. 1 有 
В, -К, СК, Н К, °К,СК,. 
由 定理 4.2.4 有 
ск. ПА) СК, ПЕ, < К, К, ПЕ, *К. ПЕ: К, ПВ» К 
СК, ПА.) ПА, К, ПК, е, (将 前 面 的 包含 式 代 入 ) 
СК, ПК.. 
再 结合 定理 4. 3. 1 可 知 ,关系 К, ПВ, 也 是 集合 A 上 的 传递 关系 . 
关系 的 性 质 不 仅 反 映 在 它 的 集合 表达 式 上 ,在 关系 矩阵 和 关系 图 上 也 具有 一 定 的 特点 . 
下 面 列 出 关系 的 5 种 性 质 在 关系 矩阵 和 关系 图 上 的 特点 . 如 表 4. 3. 1 所 示 . 


表 4.3.1 
性质 
~ 自 反 性 “| 。 反 自 反 性 对 称 性 反对 称 性 传递 性 
表示 
集合 表达 式 | 内 SR к= 8 к=к! RnmR-ER к°КСК 
я и о ме 
关系 矩阵 “| 圭 对 角 线 元 | 二 对 角 线 元 素 全 | 答 阵 是 对 称 给 阵 |891 0775 у.м, 中 相应 的 
» 位 置 也 都 是 1 
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2% 
性 质 
表示 自 反 性 反 自 反 性 对 称 性 反对 称 性 传递 性 
如 果 两 个 不 同 顶 | 如 果 两 个 不 同 项 | 如 果 顶 点 zx; 到 xz; 
关系 图 每 个 顶点 都 | 每 个 顶点 都 没有 | 点 之 间 有 边 , 一 | 点 之 间 有 边 , 一 | 有 边 ,zx; 到 zx 有 边 ， 
有 自 环 自 环 定 是 方向 相反 的 | 定 是 一 条 有 向 边 | 则 从 zx; 到 ze 也 
两 条 边 (无 单 边 ) | (无 双向 边 ) 有 边 


例 4.3.5 判断 图 4.3. 1 中 关系 的 性 质 , 并 说 明理 由 . 


(a) (b) (с) 
图 4.3.1 


解 (a) 该 关系 是 对 称 的 ,因为 从 关系 图 中 可 以 看 出 无 单 向 边 . 它 不 是 自 反 的 也 不 是 
反 自 反 的 ,因为 有 的 顶点 有 自 环 ,有 的 顶点 没有 自 环 . 它 不 是 反对 称 的 ,因为 图 中 含有 双向 
边 , 它 也 不 是 传递 的 ,因为 图 中 有 边 (3,1) 和 (1,3) ,但 是 没有 边 (3,3) , 即 通过 顶点 3 的 自 环 . 

(b) 该 关系 是 反 自 反 的 但 不 是 自 反 的 ,因为 从 关系 图 中 可 以 看 出 每 个 顶点 都 没有 自 环 . 
它 是 反对 称 的 但 不 是 对 称 的 ,因为 图 中 任 两 个 不 同 顶 点 间 仅 有 单 向 边 . 该 关系 是 传递 的 , 因 
为 不 存 顶 点 x,y,x, 使 得 x 到 y 有 边 ,y 到 > 有 边 ,但 xz 到 < 没有 边 , 其 中 zz,y,xE1{1,2,3}. 

(с) 该 关系 是 自 反 的 但 不 是 反 自 反 的 ,因为 从 关系 图 中 可 以 看 出 每 个 顶点 都 有 环 . 它 是 
反对 称 的 但 不 是 对 称 的 ,因为 图 中 只 有 单 向 边 . 但 它 不 是 传递 的 ,因为 2 到 1 有 边 ,1 到 3 有 
边 , 但 2 到 3 不 存在 边 . 

设 R 和 Rs 是 A 上 的 关系 ,它们 都 具有 某 些 共同 的 性 质 . 在 经 过 并 、 交 、 相 对 补 、 求 逆 或 
右 复合 运算 以 后 ,所 得 到 的 新 关系 RUR: К, ПК. ,Ri 一 Rz ,Ri ,Ri°*R: 等 是 否 还 能 保持 原 
来 关系 的 性 质 呢 ? 例 4. 3. 4 告诉 我 们 : 两 个 自 反 和 对 称 的 关系 经 过 交 运 算 后 仍 是 传递 的 . 
类 似 地 ,我 们 也 可 以 考查 其 他 的 性 质 与 运算 之 间 的 关系 . 有关 的 结论 列 在 表 4. 3. 2 中 ,其 中 
JV 和 X 分 别 表示 “能 保持 ”和 "不 一 定 保持 ”的 意思 . 


表 4.3.2 
运算 原 有 性 质 自 反 性 反 自 反 性 对 称 性 反对 称 性 传递 性 
Ri V У ~ У у 
в ОР. JV ~ у х х 
К, ПЕ, У У У х Ж 
Ri—R; x У У У х 
Ri°R; У х X х х 
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4.4 关系 的 闭 包 


设 关系 尺 是 集合 A 上 的 关系 ,我 们 希望 关系 尽 具有 某 些 有 用 的 性 质 , 比 如 对 称 性 . 如 果 
R 不 具有 对 称 性 ,我 们 可 以 通过 在 关系 R 中 添加 一 部 分 有 序 对 来 改造 关系 尺 ,得 到 新 的 关系 
R', 使 得 R' 具 有 对 称 性 . 但 是 ,我 们 希望 К’ В К 相差 的 元 素 要 尽 可 能 的 少 . 满足 这 些 要 求 的 
新 的 关系 R' 就 称 为 R 的 对 称 闭 包 , 通 过 添加 有 序 对 来 构造 的 闭 包 除 对 称 闭 包 外 还 有 自 反 闭 
包 和 传递 闭 包 . 具体 定义 如 下 。 

定义 4.4.1 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 关系 ,如 果 A 上 的 关系 及 满足; 

(1) R' 是 自 反 的 且 КСК"; 

(2) 对 A 上 的 任意 自 反 关系 R”. 若 RSR , 则 КСК’, ВА, Ж R' 是 R 的 自 反 闭 
包 , 并 记 作 СЮ). 

定义 4.4.2 设 尺 是 非 空 集 合 A 上 的 关系 ,如 果 A 上 的 关系 及 "满足 ， 

(1) 尺 ' 是 对 称 的 且 RSR“; 

(2) 对 A 上 的 任意 对 称 关系 R”, 若 RSER', 则 RCSR”, 那 么 , 称 关系 R' 是 RR 的 对 称 闭 
包 , 并 记 作 s(R). 

定义 4.4.3 设 尺 是 非 空 集 合 A 上 的 关系 ,如 果 A 上 的 关系 R' 满 足 : 

(1) R' 是 传递 的 且 RER'; 

(2) ЖА 上 的 任意 传递 关系 R”, 若 КСК". КСК’. ЖА, ЖЗ КЕК 的 传递 闭 
包 , 并 记 作 :CR). 

由 上 述 定义 可 知 ,如 果 给 定 集合 А 上 的 二 元 关系 ,可 以 用 增加 有 序 对 的 方法 得 到 它 的 
自 反 闭 包 、 对 称 闭 包 和 传递 闭 包 . 从 定义 中 的 (2) 可 以 看 出 ,r (К) ЖК 且 具 有 自 反 
性 的 最 小 的 关系 ,s*(R) 是 包含 关系 及 且 具 有 对 称 性 的 最 小 的 关系 ,:(R) 是 包含 关系 及 上 且 具 
有 传递 性 的 最 小 的 关系 . 

下 面 的 定理 给 出 了 构造 闭 包 的 方法 . 

定理 4.4.1 设 尺 为 集合 A 上 的 关系 , 则 有 : 

(1) АК) = КОК"; 

(2) 50к) = КОК; 

(3) 1(R)=RUR’ ОК? 0 ---. 

ЧЕН (1) 由 于 及 一 RISRUR" ,显然 有 关系 RUR? 是 自 反 的 且 满 足 RERUR'. 设 R” 
是 集合 A 上 的 包含 R 的 自 反 关系 , 即 有 RSESR 和 I 一 R"SER ,从 而 有 RUR'SR'. 由 自 反 
闭 包 定义 ,因而 有 RUR? 是 关系 尺 的 自 反 闭 包 , 所 以 (К = КОК". 

(2) РКУ!) 一 R-'UR 一 RUR7', 由 定理 4.3.1 知 RUR-! 是 对 称 的 ,而 且 有 
RSRUR-:. 令 关系 尺 是 集合 A 上 具有 对 称 性 的 任 一 关系 , 且 КОК. 任 取 (z,y》ER 一, 则 
АЖ (у, Е КСК. Хн КАНИКЕ. АС, у ЄК. ШН КСК". Е.К ОКС 
К”. ТЫ КОК 是 关系 R 的 对 称 闭 包 , 即 50К) = КОК". 

(3) 首先 证 明 RUR? ОАК? 0 --- ССК). 用 数学 归纳 法 . 

Са) 归纳 基础 : 对 7 一 1. 由 传递 闭 包 的 定义 知 КСС). 

СЬ) 归纳 步骤 : 设 2 一 上 时 有 RSEzCR): 当 ?2 一 十 1 时 ,对 任意 (x,y) Є К, ВТЕ 
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zEA, 使 得 (rz,z)E Rt,(z,y)ER, 但 是 由 归纳 假设 知 ССК), (х.х) Et(R). 由 归纳 基 
础 ,(z,y)Ez(R), 再 由 传递 闭 包 1(R) 的 传递 性 知 (z,y) Ez(R). 根据 (zx,y) 的 任意 性 , 故 
КСК). НА, ХИМЕНА ЖЕ п," СЮ). 所 以 有 КОК 9 В 0 -- КЮ). 

其 次 证 明 i(R)SRU R?U Е? Ц --*. ХНЕЖШМ (г, Е КИК? 9 ВО Су, 2) Є 
КОК? UR?U…, 必 存在 正 整 数 i 和 j 使 得 (x,y) Е К: Ку, =) ЄК. 

НЕ Я АЕ ХК т, =) ЄК К = К. 从 而 (zx,z)ERURIURIU…, 即 RUR?U 
вО-- АЕ. 由 传递 闭 包 定义 , 故 有 zCORISRUR:UR: U…. 

推论 设 尺 为 有 限 集合 A 上 的 关系 , 则 存在 正 整数 使 得 

10К) =КОК? ОК? 0 --- ОК". 


定理 4.4.2 设 尺 是 集合 A БЖ КС (Јева ея 
条 件 . 
证 明 首先 证 明 充分 性 . 事实 上 XR)= (Је ,由 已 知 XR)= JR ,从 而 RE (Је. 


其 次 证 明 必要 性 . 若 Re с RR, 利用 数学 归纳 法 证 明 对 任意 自然 数 k 生 n 十 1, 有 
в = UR' (nt1 ). 故 有 RS UR. 


(1) 归纳 基础 :=n 十 1, 由 假设 条 件 知 нс 【Ri 


(2) 归纳 步骤 : Итан, R" 己 【Ri 成 立 . Мата, 
і=1 


п п+1 п 
к" С (Ок) ек, и к" (ве (Је. 
i=1 i=2 


МОЕ ЕН Кит, ВС |] R', 当 二 1,2,…,n 时 ,有 RC |) К. ЖЖ 


0) = в =) ке. 
іт] і=1 

由 定理 4.2.6 及 定理 4.4. 1 显然 结论 成 立 . 

例 4.4.1 设 A={1,2,3,4,5,6},R 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,R={(1,2),(2,3),(3,1)， 
(4,6),《6,3)), 求 r(R),s(R) ,A(R). 

解 r(R)= 二 RUT 

О 25:03,37: 
(4,4),(5,5),(6,6)}, 
s(R)=RUR-! 
= 
下 面 计算 传递 闭 包 . 
К={‹1,2),(2,3),(3,1),(4,5>,4(5,3>}, 

{1535 (2,1)43,25: da ts 
6 
te 
= 


1 


{ 
{ 


|| 


. 


га 
Ri 
7:2 
К 
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由 于 К° = К°, 尺 (i 盖 5) 不 需要 计算 了 . 从 而 由 定理 4. 4. 1 知 
1CR) 一 RUR: URs ОК" 
= (41,1),41,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), 
(3,3), (4,1),(4,2),(4,3),(4,6),(6,1),(6,2),(6,3)}. 
此 外 ,也 可 以 利用 关系 矩阵 的 合成 运算 来 求 关 系 的 传递 闭 包 . 
例 4.4.2 ША={1,2,3,4,5}, К 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,R={(1,2),(1,5),《2,1)， 
Dd „3 СЮ). 
解 由 于 R' 二 R, 故 有 +(R) 一 RUR?UR. 由 关系 矩阵 定义 知 


отоо 
10100 
м = |0001 1|. 
ооооо 
ооооо 
关系 R? 及 R? 的 关系 矩阵 分 别 为 
rr1l1oollrolooil отоо 
101oollliolool отот 
Me=-looolllooolll=loooool， 
ooooolloooool ооооо 
[ooooolioooool ооооо 
[loloolrlooil rololl 
ототи |тотоо 10100 
Me=-l|ooooollooolll=looooo 
ooooolloooool loooon 
[oooooloooool ооооо 
由 于 Ме =Ме. Я 
отит 
ъа 11 
Mr = Мв М Ме М Ме = |0 0011 
ооооо 
ооооо 
2(R)={61,1),61,2),61,3), 1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4), 


(3,5)}. 

为 了 计算 关系 R 的 传递 闭 包 ,1962 年 Warshall 证 明了 一 个 有 效 的 算法 ,其 计算 过 程 
如 下 : 

(1) 置 新 矩阵 4: 一 Ma; 

(2) ® :=1; 

(3) 对 所 有 了 ,如 果 A[j, 站 ==1, 则 对 k= 二 1.2,…,n,A[j,k]: 二 A[j,k] 十 A[i,k]; 

(4) i 十 1; 

(5) 如 果 i 二 n, 则 转 到 步 又 (3) ,和 否则 停止. 
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注意 : 这 里 АГ, ПЖ ЖИ: А 中 第 j 行 第 i 列 交叉 处 的 元 素 ,其 中 “十 ”表示 取 “ 最 大 ”. 
运算 A[j,&]: 二 A[j,&k] 十 A[i,kj 表 示 将 第 j 行 & 列 交 叉 处 的 元 素 和 第 i 行 k 列 处 的 元 素 进 
行 “逻辑 加 ”运算 后 ,代替 j 行 & 列 交叉 处 的 值 . 

例 4.4.3 利用 Warshall 算法 计算 例 4. 4. 2 中 关系 尺 的 传递 闭 包 . 

解 已 知 关系 及 的 关系 矩阵 为 


01001 
1 0о1оо 
М = |00011 
ооооо 
ооооо 


根据 Warshall 算法 中 的 步骤 (1), 我 们 有 A: =МЬ. 
当 i 二 1 时 ,第 一 列 中 A[2,1] 二 1, 根 据 步 又 (3) ,我们 有 j 二 2,i 二 1. 故 将 第 一 行 中 的 各 
元 素 与 第 二 行 中 各 对 应 元 素 作 “逻辑 加 ”运算 ,所 得 结果 分 别 记 入 第 二 行 ,然后 将 i 加 1. 
3 1=2 时 ,由 于 2 委 5, 所 以 ,继续 执行 步骤 (3). 此 时 和 矩阵 А 为 下 面 的 矩阵 ; 
ото 
272 0 
0 1 
оо 0 
ооо 0 
执行 (3) 时 ,满足 A[j,2] 二 1 的 有 j 二 1 和 7 一 2. 故 将 第 二 行 各 元 素 与 第 一 行 各 对 应 元 
素 做 “逻辑 加 ”运算 后 ,将 所 得 结果 记 入 第 一 行 .再 将 第 二 行 各 元 素 自己 同 自 己 做 “逻辑 加 ” 运 
算 . 执行 的 结果 将 MA 变 为 


1 
1 
МА = 0 
0 
0 


© OO 卫生 
оо н н н 


п 


是 分 


i 加 1 后 得 ;一 3, 于 是 在 执行 步骤 (3). 此 时 ,第 三 列 中 有 AL1,3] 和 А[2,3] 1,3 
别 将 第 三 行 各 元 素 与 第 一 行 和 第 二 行 各 元 素 做 “逻辑 加 ”运算 . 于 是 可 得 


和 
| 
MA 一 |000 1 1 
0 0 00 о 
全 -人 


当 ;i 一 4 时 ,由 于 第 四 行 中 各 元 素 均 为 零 , 此 时 A [1,4] =1,А [2,4] =1,А [3,4] =1, 
在 进行 “逻辑 加 ”运算 后 各 行 元 素 均 不 变 . 执行 完 后 ;加 1, 故 ;一 5. 

当 ;i 一 5 时 , 同 ; 一 4. 执 行 后 ;加 1, 得 ;一 6. 

当 ;一 6 时 停止. 

综 上 ,zx(R) 王 MA4. 
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下 面 的 定理 给 出 了 闭 包 的 主要 性 质 . 

定理 4.4.3 设 尺 是 非 空 集合 A 上 的 关系 , 则 : 

(1) R 是 自 反 的 当 且 仅 当 x (R)==R; 

(2) В 是 对 称 的 当 且 仅 当 s(R) 二 R; 

(3) К 是 传递 的 当 且 仅 当 1(R) 二 R. 

证 明 ”只 证 明 (1) ,其余 留 作 练习 . 

由 自 反 闭 包 定 义 , 显 然 有 RSr(R); 下 面 证 明 ‚(КС К. НЕА 是 包含 了 R 的 自 反 关 
系 , 根 据 自 反 闭 包 定 义 有 r(R)SR. 从 而 得 到 СК) = К. 

定理 4.4.4 ШК К, 是 非 空 集 合 A 上 的 关系 , 且 КСК, , 则 : 

(1) r(RDEr(CR2:); 

(2) SCR, DIEsCR:)5 

(3) (К, ССК: ). 

证 明 留 作 练习 . 

关系 尽 具 有 某 种 性 质 , 例 如 自 反 性 、 对 称 性 或 传递 性 ,那么 它 的 闭 包 是 否 也 具有 某 种 性 
质 呢 , 下 面 讨论 这 个 问题 . 

定理 4.4.5 设 尺 是 非 空 集合 A 上 的 关系 . 

(1) 若 尺 是 自 反 的 , 则 s(R) 与 +z(R) 也 是 自 反 的 . 

(2) 车 尺 是 对 称 的 , 则 xr(R) 与 1(R) 也 是 对 称 的 . 

(3) 若 尺 是 传递 的 , 则 xr(R) 是 传递 的 . 

证 明 (1) 由 已 知 尺 是 自 反 的 , 则 对 任意 的 zEA, 有 (z,zER, 由 sCR) 和 LzCR) 的 定 
义 ,RSsSCR) ,RSLCR) ,所 以 有 (zzyEsCR) 和 (zzyEL(GR). 从 而 ,sCR) 与 4CR) 都 是 自 
反 的 . 

(2) 由 于 R 是 A 上 的 对 称 关系 ,所 以 R= 二 R71 ,同时 Г, =1'. 根据 例 4. 3.4 得 

(ВУ) = Ц Та". 

从 而 推出 


(К) = (ВОІ): = (0) = ШІ =РОІ, =ғ0К). 
这 就 证 明了 xr(R) 是 对 称 的 . 
为 证 明 +:(R) 是 对 称 的 , 先 证 明 下 面 命 题 : 
若 尺 是 对 称 的 , 则 К" 也 是 对 称 的 ,其 中 是 任何 正 整 数 . 
用 归纳 法 证 明 . 
当 n 二 1 时 ,R: 一 R 显然 是 对 称 的 . 
假设 R" 是 对 称 的 , 则 对 任意 的 (z,y) ,有 
(zy ЄК"! 31001,1) ЄК" M(t,yER) 
= 31001,2) ЄК" Лу.) ЄК) 
>(y,7) ЄК°К" 
>(y,r) ЄВ" =", 
所 以 К" 是 对 称 的 . 由 归纳 法 ,命题 得 证 . 
下 面 证 明 :CR) 的 对 称 性 . 
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ДЕН (х, у), 

(TY) Є:0К) > Эп((х.у) ЄК") 
=> Эп((у, 2) ЄК") К" 是 对 称 的 ) 
—>(у,х) Е КК). 
从 而 证 明了 x(R) 的 对 称 性 . 
(3) 由 于 r(R)=RUT， 
r(R)°r(R)= (КОТА )° (КОТА) = К° КОТА КОВ ТА ° ТА. 

根据 定理 4. 3.1 中 (5),R 具有 传递 性 ,有 R*RSCR, 从 而 

r(R)°r(R)ERUTAEr(R). 

从 而 ~(CR) 具 有 传递 性 . 

定理 4. 4.5 讨论 了 关系 性 质 和 闭 包 运 算 之 间 的 联系 . 如 果 关 系 R 是 自 反 的 或 对 称 的 ， 
那么 求 闭 包 运算 以 后 所 得 到 的 关系 仍 是 自 反 或 对 称 的 .但 是 对 于 传递 的 关系 则 不 然 . 它 的 自 
反 闭 包 仍 就 保持 传递 性 ,而 对 称 闭 包 就 有 可 能 失去 传递 性 ,例如 А={1,2,3}, = {< 1,3>} 
是 A 上 的 传递 关系 ,R 的 对 称 闭 包 

s(R)={(1,3),(3,1)}. 
显然 ;(R) 不 再 是 A 上 的 传递 关系 . 

关系 的 闭 包 运算 得 到 了 新 的 关系 ,当然 可 以 再 进行 闭 包 运算 ,那么 对 关系 进行 闭 包 运算 
与 先后 顺序 是 否 有 关系 ? 下 面 研 究 闭 包 谍 套 运算 . 

定理 4.4.6 设 尺 是 集合 A 中 的 关系 ,于 是 有 : 

(1) rs(R)=sr (К); 

(2) (К =н (К); 

(3) 190) 25 0К). 

证 明 令 I4 表示 集合 A 上 的 恒 等 关 系 , 于 是 有 : 

(1) 508) = (КОК) = КОКУ О, = (TUR)U (ІА ОК"). 

由 例 4. 3.4, 我 们 有 

rs(R)= (TIAUR)U (TAUR) =; UR)=sr(R). 

(2) 首先 证 明 ri(R)Swr (В). 

由 自 反 闭 包 定 义 , 有 RSr(R). 由 定理 4.4.4 有 tCR)Cir(R), 进 一 步 有 ri(R) 导 
rtr(R). 由 定理 4.4.5 知 tr(R) 具 有 自 反 性 ,结合 定理 4.4.3 有 rir(R) 二 tr(R), 即 有 nt(R) 导 
tr (R). 

其 次 证 明 (ФНС). 

由 传递 闭 包 定义 ,显然 有 RSi(R) ,由 定理 4.4.4 有 rr(R)Sri(R), 进 一 步 有 ик 
trt(R). 由 定理 4.4.5 知 re(R) 具 有 传递 性 ,结合 定理 4.4.3 有 trt (R) 二 rt(R), 即 有 tr(R) 导 
ri(R). 

(3) 由 对 称 闭 包 定 义 , 有 КС УСК). Д СК) ССК). 由 定理 4.4.4 有 st(R) 丑 
sts(R). 由 定理 4.4.5 知 ts(R) 具 有 对 称 性 ,结合 定理 4.4.3 有 sts(R) 二 ts(R), 即 (КЕ 
ts(R). 

ЖЕ 250) 55: 0К). И: Е А = (а,Ь,с). {‹а,а),(6,а)}, М. 
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SC(R) 一 { 人 (aa (oa (ap ， 

1506) = {(а,а),,а),(а,6),(Ь,)}, 

10К) = {(а,а).(Ь,а) }= К, 

(К) = { (а,а). (а,Ь). Da 
显然 有 zs(R) 隆 54(R) ,但 是 SCR)SACR). 
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等 价 关 系 与 偏 序 关 系 是 两 类 重要 的 二 元 关系 ,本 节 研 究 这 两 类 关系 . 

定义 4.5.1 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 关系 ,如 果 尺 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 , 则 称 А 
为 A 上 的 等 价 关 系 . 设 尺 是 一 个 等 价 关 系 , 若 (x,y) ER, 称 xz 等 价 于 y, 记 作 ху. 

例 4.5.1 设 A={1,2,…,8}, 尺 为 集合 A 上 的 二 元 关系 , 且 定 义 如 下 : 

R={(x,y)|x,yEAAz=y(mod 3)}, 

Ж з= утоа 3) 称 为 x Бу 模 3 МА. З 的 余数 与 y 除 以 3 的 余数 相等 . 不 难 验 
证 RR 为 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,事实 上 有 

VrEA, 有 ZX 三 y(mod 3). 

Vx,y€EA, 若 Xx 三 y(mod 3), 则 有 y 三 x(mod 3). 

Vr,y,zEA, 若 Xz 三 y(mod 3). у=:(тоа 3), 则 有 zx 三 z(mod 3). 

该 关系 的 关系 图 如 图 4. 5. 1 所 示 . 


图 4.5.1 


不 难看 到 ,上 述 关 系 图 被 分 为 三 个 互相 不 连通 的 部 分 ,每 部 分 中 的 数 两 两 都 有 关系 ,不 
同 部 分 中 的 数 则 没有 关系 . 每 一 部 分 中 的 所 有 的 顶点 构成 一 个 等 价 类 . 

定义 4.5.2 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 等 价 关 系 , YzEA, 定 义 

[= ={у|уЕАЛхВУ}. 

称 [zja 为 x 关于 R 的 等 价 类 ,简称 为 zx 的 等 价 类 , 简 记 为 [z] 或 云 

从 定义 可 以 看 出 ,zx 的 等 价 类 是 集合 A 中 所 有 与 x 等 价 的 元 素 构成 的 集合 . 例 4. 5. 1 
中 的 等 价 类 为 

[17=[47=[7]={1,4,7}, [2]=[5]=[8]={2,5,8}, [3]=[6]={3,6}. 
将 例 4.5.1 中 的 模 3 等 价 关系 加 以 推广 ,可 以 得 到 整数 集合 Z 上 的 模 等 价 关 系 . 
设 z 是 任意 整数 ,n 为 给 定 的 正 整 数 , 则 存在 唯一 的 整数 g 和 ,使 得 
X=gntr, 
其 中 0<<и—1, Же Ях 除 以 n 的 余数 . 例如 = 二 3, 那 么 一 8 除 以 3 的 余数 为 1 ,因为 
一 8 二 一 3X3 十 1. 
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对 于 任意 的 整数 x 和 ,定义 模 盖 相等 的 关系 一 
7 убл=у(тоа п). 

不 难 验 证 上 述 定义 的 关系 是 整数 集合 Z 上 的 等 价 关系 . 将 Z 中 的 所 有 整数 根据 它们 除 
以 nn 的 余数 分 类 如 下 : 

余数 为 0 的 数 ,其 形式 为 wz,=EZ-; 

余数 为 1 的 数 , 其 形式 为 wz 十 1,=EZ; 

余数 为 "一 1 的 数 ,其 形式 为 nz 十 n 一 1,zEZ. 

以 上 构成 了 nn 个 等 价 类 ,使 用 等 价 类 的 符号 可 记 为 
[]={и=+Й=Е 7}, 1=0,1,---,п—1. 

下 面 的 定理 给 出 了 等 价 类 的 性 质 . 

定理 4.5.1 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 等 价 关系 , 则 : 

(1) VzEA,[z] 是 A 的 非 空子 集 ; 

(2) Vz,y€EA, 如 果 zRy, 则 [zx]=[y]; 

(3) Vx,y€EA, 如 果 zRy, 则 [xz] 与 [y] 不 交 ; 

(4) U{[zJlz€A}=A. 

证 明 (1) 由 等 价 类 的 定义 可 知 , УхЕА #[х] СА. 又 由 等 价 关 系 的 自 反 性 有 
xzE[z], 即 [z] 是 非 空 集合 . 

(2) НЕ [У]. ЧЕХ Є [xz], 由 [zx] 定 义 知 (x,x)ER, 由 R 具 有 对 称 性 , 故 有 
《z,X)ER. 已 知 ZRy, 即 (zx,y)€R. 因 为 R 具 有 传递 性 ,从 而 有 (y,>) ER. 从 而 证 明了 
=Е[у]. 综合 上 述 , 必 有 [xj 癸 [yJ]. 同 理 可 证 [y][xj. 这 就 得 到 了 [x]==[y]. 

(3) 假设 [zj 站 [y] 取 名, 则 存在 zE[zxjN[y], 从 而 有 xE€[zxz]AzxE[y], 即 (x,z)E€ 
КЛ‹у, ЕК 成 立 . 根据 RR 的 对 称 性 和 传递 性 必 有 (xz,y) ER, 这 与 Ry 矛盾 , 即 假设 不 成 
立 , 故 有 [zx] 与 [yj 不 交 . 

(4) 首先 证 明 U{[z]lzEA}SA. 

ЧЕХ уе U{[z]lzEA}, 则 3zCzEAAyE[z]). 因 为 [z]SA, 从 而 有 >yEA. 故 

Ц{[ЛЕА} А. 

其 次 证 明 АСИ {[хЕА}. 

ЕЖ УЕА, М уЕ [y] 且 yEA. 故 有 yEUt{[zjlzxEA}. 从 而 有 ASU{[zjlxz€A} 
成 立 . 

综合 可 得 U{[z]jlzEA}=A. 

非 空 集合 A 和 A 上 的 等 价 关系 尺 可 以 定义 一 个 新 的 集合 一 一 商 集 . 

定义 4.5.3 ШКАФА 上 的 等 价 关 系 ,R 的 所 有 等 价 类 作为 元 素 的 集合 称 为 
A 关于 尺 的 商 集 , 记 作 А/К, Вр 

A/R={ нА 

Я 4.5. 1 中 的 商 集 为 {{1,4,7},{2,5,8}， ). 而 整数 集合 Z 上 模 n 等 价 关 系 的 商 

集 是 
{{п= НИЕ 7} [1=0,1,-**,п—1}. 
与 等 价 关 系 和 商 集 有 密切 联系 的 概念 是 集合 的 划分 . 先 给 出 划分 的 定义 . 
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定义 4.5.4 设 A 为 非 空 集合 ,车 A 的 子 集 族 x(xC 和 P(A), 是 A 的 子 集 构成 的 集合 ) 满 
足下 面 的 条 件 : 
(1) бєл; 
(2) Уз Уух. уЄяЛ зу» у=); 
(3) Ux 二 A, 则 称 是 A 的 一 个 划分 , 称 x 中 的 元 素 为 A 的 划分 块 . 
例 4.5.2 设 A={a,b,c,d}, 给 定 za ,Ao ,xs ,TAs .ль 如下: 
m={{a,b,c},{d}}, т = {а,Ь}, {с}. {а}, zs={{a}, {a,b,c,d}}, 
л.={{а,б},{с}}; ль={9,{а,б},{с,а}}; я ={{а,{а}},{6,с,а}}. 
则 nn 与 x 是 A 的 划分 ,其 他 都 不 是 A 的 划分 .因为 лз 中 的 子 集 {a} 和 {a,6b,c,d} 有 交 , Ол з 
Ал 中 含有 空 集 ,而 л 根本 不 是 A 的 子 集 族 . 
把 商 集 A/R 和 划分 的 定义 相 比 较 , 易 见 商 集 就 是 A 的 一 个 划分 ,并 且 不 同 的 商 集 将 对 
应 于 不 同 的 划分 .反之 , 任 给 A 的 一 个 划分 <, 如 下 定义 A 上 的 关系 及 
有 R=((z,y)|zyEAAz 与 y 在 r 的 同一 划分 块 中 }. 
则 不 难 证 明 尺 为 A 上 的 等 价 关 系 , 且 该 等 价 关系 所 确定 的 商 集 就 是 x. 由 此 可 见 ,A 上 的 等 
价 关系 与 A 的 划分 是 一 一 对 应 的 . 
例 4.5.3 给 出 A={1,2,3} 上 所 有 的 等 价 关系 . 
解 ” 如 图 4.5.2, 先 做 出 A 的 所 有 划分 . 


л љ лу пу п 


Я 4.5.2 


这 些 划分 与 A 上 的 等 价 关 系 之 间 的 一 一 对 应 是 : mm 对 应 于 全 域 关 系 E4 ,ms 对 应 于 恒 
等 关系 I4 ,zo ,zs 和 x 分 别 对 应 于 等 价 关系 К.К, 和 R, ,其 中 
R: 一 ((2,3),(3,2)}UT， 
К, = {41,3),3,1)) ОТл, 
R={(1,2),(2,1)} UI. 
下 面 介绍 另 一 种 重要 关系 一 一 偏 序 关系 . 
定义 4.5.5 ШКАФА 上 的 关系 . 如 果 尺 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 , 则 称 
及 为 集合 A 上 的 偏 序 关 系 , 记 作 三 . 设 三 为 偏 序 关 系 ,如 果 (z,y)€ <, ИНЫЕ ау. Вх 
“小 于 或 等 于 ”y. 
注意 这 里 的 小 于 或 等 于 不 是 数 的 大 小 ,而 是 在 偏 序 关 系 中 的 顺序 性 . zx“ 小 于 或 等 于 ”y 
的 含义 是 : 依照 这 个 序 ,z 排 在 > 前 边 或 者 zx 就 是 y. 根据 不 同 偏 序 的 定义 ,对 序 有 着 不 同 的 
解释 . 例如 整除 关系 就 是 偏 序 关 系 三 ,3 二 6 的 含义 就 是 3 整除 6. 大 于 或 等 于 关系 也 是 偏 序 
关系 ,针对 这 个 关系 写 5<4 是 说 在 大 于 或 等 于 关系 中 5 排 在 4 前 面 ,也 就 是 说 5 比 4 大 . 
例如 集合 A 上 的 恒 等 关 系 Ts 和 空 关系 多 都 是 A 上 的 偏 序 关系 . 小 于 或 等 于 关系 、 整 除 
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关系 和 包含 关系 也 是 相应 集合 上 的 偏 序 关 系 . 一 般 说 来 ,全 域 关 系 Es 不 是 A 上 的 偏 序 

ЖХ 4.5.6 设 “ 和 "为 非 空 集合 A 上 的 偏 序 关系 ,定义 : 

(1) VzyEA,z<yez 委 y 人 z 天 yi; 

(2) Ут, уЕА,х Ууу П Шелх<уў у<т. 

其 中 zx<y 读 作 xz“ 小 于 ”y. 这 里 所 说 的 小 于 是 指 在 偏 序 关系 中 zz 排 在 y 前 边 . 

由 以 上 两 个 定义 可 知 , 在 具有 偏 序 关系 的 集合 A 中 任 取 两 个 元 素 x 和 y, 可 能 有 下 述 几 
种 情况 发 生 : ху ут), г=у,х Ну 不 是 可 比 的 . 

例如 А={1,2,3}, ЗЖА 上 的 整除 关系 , 则 有 1<2,1<3,1=1,2=2,3=3,2 53 Ж 
可 比 . 

定义 4.5.7 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 偏 序 关系 ,如 果 YVz,y€EA,z 与 y 都 是 可 比 的 , 则 
ЖЕЉА 上 的 全 序 关 系 (或 线 序 关系 ). 

例如 数 集 上 的 小 于 或 等 于 关系 是 全 序 关系 ,因为 任何 两 个 数 总 是 可 比较 大 小 的 . 但 整除 
关系 一 般 说 来 不 是 全 序 关系 ,例如 集合 {1,2,3} 上 的 整除 关系 就 不 是 全 序 关系 , 因 为 2 和 3 
不 可 比 . 

定义 4.5.8 集合 A 和 A ГИЯ ВИЖ. (А, >). 

例如 整数 集合 Z 和 数 的 小 于 或 等 于 关系 三 构成 偏 序 集 (Z, 三 ) ,集合 A МЕ РАМ 
包含 关系 三 构成 偏 序 集 (P(A) ,三 . 

利用 偏 序 关 系 的 自 反 性 ` 反 对 称 性 和 传递 性 可 以 简化 一 个 偏 序 关 系 的 关系 图 , 即 省 略 自 
反 边 传递 边 .箭头 得 到 偏 序 集 的 哈 斯 图 . 为 了 说 明 哈 斯 图 的 画 法 ,首先 定义 偏 序 集中 顶点 
的 覆盖 关系 . 

定义 4.5.9 ШКА. АН, Ут. УСА, Ш zy, 且 不 存在 z=E A 使 得 zx<z<y， 
则 称 у 覆盖 zx. 

例如 {1,2,4,6) 集 合 上 的 整除 关系 ,有 2 覆盖 1, 但 4 不 覆盖 1, 因 为 有 1<2<4,6 也 不 
覆盖 4, 因 为 4<<6 不 成 立 . 

在 画 偏 序 集 (A, 和 的 哈 斯 图 时 ,首先 适当 排列 顶点 的 顺序 使 得 : Yz,yEA, 若 z<y， 
则 将 工 画 在 > 下 方 . 对 于 A 中 的 两 个 元 素 z 和 y ,如 果 у 覆盖 zx ,就 用 一 条 线段 连接 zx МУ. 
用 位 置 的 高 低 来 表示 元 素 间 先 后 关系 , 即 省 略 箭头 . 

#1 4.5.4 夯 出 偏 序 集 ({1,2,3,4,5,6,7,8,9) ,Re 了 和 (PC(ta,bc)) ,三 ?的 哈 斯 图 . 

解 ”两 个 哈 斯 图 如 图 4. 5. 3 所 示 . 


图 4.5.3 


Ф жав 二 元 关系 和 函数 


例 4.5.5 已 知 偏 序 集 (A,R) 的 哈 斯 图 如 图 4. 5. 4 所 示 , 试 求 出 集合 A 和 关系 R 的 表 
达 式 . 


Se 
оч 
с 


А={а,б,с,А,е, Г. в.в} 
R={(6,d), (Бе), (6,f) ,csd) (се), «с, РУ, а. РУ. eg ОЛА. 

下 面 考虑 偏 序 集中 的 一 些 特殊 元 素 . 

定义 4.5.10 设 (A, 三 ) 为 偏 序 集 ,BSA,yEB. 

(1) 车 Vx(zEB>y 三 zz) 成 立 , 则 称 > 为 B 的 最 小 元 . 

(2) 若 Yzx(rE Bz 三 y) 成 立 , 则 称 y ЯВ 的 最 大 元 . 

(3) ЖУ ЄВЛа< ужа у) з, ДК у Я В 的 极 小 元 . 

(4) 车 Yr(rEBAy 三 zz 二 y) 成 立 , 则 称 у ЯВ 的 极 大 元 . 

从 以 上 定义 可 以 看 出 ,最 小 元 与 极 小 元 是 不 一 样 的 ,最 小 元 是 В 中 的 最 小 元 素 , 它 与 B 
中 其 他 元 素 都 可 比 ;而 极 小 元 不 一 定 与 В 中 元 素 都 可 比 ,只 要 没有 比 它 小 的 元 素 , 它 就 是 极 
小 元 , 对 于 有 限 集 B, 极 小 元 一 定 存在 ,但 最 小 元 不 一 定 存在 . 最 小 元 如 果 存 在 ,一 定 是 唯一 
的 ,但 极 小 元 可 能 有 多 个 . 如 果 В 中 只 有 一 个 极 小 元 , 则 它 一 定 是 В 中 的 最 小 元 . 类 似 地 , 极 
大 元 与 最 大 元 也 有 这 种 区 别 . 

例 4.5.6 设 XX 为 集合 ,A=(P(X) 一 {名 )) 一 {X}, 且 А50. 车 |X|=n, 问 : 

(1) 偏 序 集 (A, 丑 ) 是 否 存 在 最 大 元 ? 

(2) 偏 序 集 (A., 丑 ) 是 否 存 在 最 小 元 ? 

(3) 偏 序 集 (A, 丑 ) 中 的 极 大 元 和 极 小 元 的 一 般 形 式 是 什么 ? 并 说 明理 由 . 

解 〈A, 三 ) 不 存在 极 小 元 和 最 大 元 ,因为 "之 2. 

考查 寡 集 的 哈 斯 图 ,最 底层 的 顶点 是 空 集 , 记 作 第 0 层 . 由 底 向 上 ,第 1 层 是 单元 集 ,第 
2 层 是 二 元 子 集 ,…… 由 |X| 王 2, 则 第 ”一 1 层 是 处 的 nn 一 1 元 于 集 ,第 n 层 ,也 就 是 最 高 层 
只 有 一 个 顶点 X. 偏 序 集 (A, 刁 ) 与 (P(X), 忆 ) 相 比 , 恰 好 缺少 第 0 层 与 第 n 层 (因为 X 是 
元 集 ) ,因此 (A, 丑 ) 的 极 小 元 就 是 X 的 所 有 单元 集 , 即 {z}),zEX; 而 极 大 元 恰好 比 X 少 一 
个 元 素 , 即 X 一 {x},xEX. 

定义 4.5.11 设 (A, 三 ) 为 偏 序 集 ,BSCA,yEA. 

(1) ЖУ (Є Вау) з. ШЕ у У В 的 上 界 . 

(2) Ух (Є Вул) Ж У, ШЕК у УВ 的 下 界 . 

(3) 5 С= (у В Е) К С 的 最 小 元 为 B 的 最 小 上 界 或 上 确 界 . 

(4) 令 р= (уу В 的 下 界 }, 则 称 DD 的 最 大 元 为 B 的 最 大 下 界 或 下 确 界 . 

由 以 上 定义 可 知 ,B 的 最 小 元 一 定 是 B 的 下 界 . 同 时 也 是 B 的 最 大 下 界 . 同样 地 ,B 的 
最 大 元 一 定 是 B 的 上 界 , 同 时 也 是 B 的 最 小 上 界 .但 反 过 来 不 一 定 正确 ,B 的 下 界 不 一 定 是 
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В 的 最 小 元 ,因为 它 可 能 不 是 В 中 的 元 素 . 同样 的 ,B 的 上 界 也 不 一 定 是 B 的 最 大 元 . 

B 的 上 界 、 下 界 、 最 小 上 界 、 最 大 下 界 都 可 能 不 存在 . 如 果 存 在 ,最 小 上 界 与 最 大 下 界 是 
唯一 的 . 

考虑 图 4. 5.4 中 的 偏 序 集 , 令 B 二 {5,c,d}), 则 B 的 下 界 和 最 大 下 界 都 不 存在 ,上 界 有 4 
ЖИ У А Ета. 


4.6 函数 的 定义 和 性 质 


函数 是 一 种 特殊 的 二 元 关系 ,本 节 从 关系 角度 研究 函数 . 

定义 4.6.1 设 下 为 二 元 关系 , 若 VzEdomF 都 存在 唯一 的 yEranF 使 zxFy 成 立 , 则 
称 下 为 函数 . 对 于 函数 下 ,如 果 有 zFy, 则 记 作 > 一 FCz) ,并 称 y 为 下 在 z 的 值 . 

例 4.6.1 设 

Е = { (а ,у), (т, У), (zsyyz)}， 

判断 它们 是 否 为 函数 . 

解 FF 是 函数 ,F; 不 是 函数 ,因为 对 应 于 x! 存在 和 y 和 yz Е а Еу а Роу. 
函数 定义 矛盾 . 

由 于 函数 是 集合 ,可 以 用 集合 相等 来 定义 函数 的 相等 . 

定义 4.6.2 Е.С 为 函数 , 则 

F=GSOFCGAGEF. 

由 以 上 定义 可 知 ,如 果 两 个 函数 政和 G 相等 ,一 定 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) domF= domG; 

(2) VzEdomF 一 domG 都 有 F(x) 二 G(x). 


例如 ,函数 F(x) 二 = ,G(Zz) 二 x 一 1, 是 不 相等 的 . 因为 domF 一 (zzERAz 天 一 1)， 


而 ЧотС= В ‚ЧотЕ>“4отС. 
ЖХ 4.6.3 МА, В 为 集合 ,如 果 /为 函数 , 且 аот/=А,гап/ В, ДК /为 从 A 到 
B 的 函数 , 记 作 Г: А-В. 
Я, Г: ММ, Са) =2х ЛЕМ МОИМ А , в: ММ в (к) =2 也 是 从 N 到 NN 的 函数 . 
ЖХ 4.6.4 所 有 从 A 到 B 的 函数 集合 记 作 В^, ВЕ В 上 A ,符号 化 表示 为 
B*={f|f:A—B}. 


Е. ={(л1 уу), zyyz)}， 


例 4.6.2 А (а,Ь.,с).В= {1,2}, В^. 

解 ВАД...) ,其 中 
fo={(as1),(6,1),(c,1))}, 
fi={(as1) (6,1);(c,2)}s 
2={‹а,1),46,1>,(с,2>}, 
= 
В={‹а,2),(6,1),(с,1)}, 
В={а,2),(6,1),(с,2)}, 
Вв={а,2),(6,2),(с,1)}, 
В={{а,2),(6,2),(с,2)}. 
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由 排列 组 合 的 知识 不 难 证 明 : № |А | =т, [В| =п.Н. т, п>0, № | ВА | =п” ,在 例 4.6.2 
中 ,|A|=3,|B|=2, 而 |B*|=2:=8. 

当 A 或 B 中 至 少 有 一 个 集合 是 空 集 时 ,可 以 分 成 下 面 三 种 情况 : 

(1) А=ЯН В= 6,1 В^= 08 = (07). 

(2) А= Н В= 0,01 В^ = В? = (0). 

(3) АЕЯН В= 0, В^ 50 = 0. 

ЖХ 4.6.5 Ш/А В.А, СА.В.СВ. 

(1) & 50А) = {/(2) хе Аз}, ГСА, >Я А, 在 f 下 的 像 , 特 别 地 , 当 А, =А 时 称 
了 (A) 为 函数 的 像 . 

(2) 5 Г" (В,)= {1 |xEAAJf(x)EB1}), 称 /1(B1) 为 B, 在 /下 的 完全 原 像 . 

注意 区 别 函 数 的 值 和 像 两 个 不 同 的 概念 . 函数 值 F(z)E 了 ,而 像 fCAD)SB. 

设 ВСВ, А В, 在 /下 的 完全 原 像 广 :(B,) 是 A 子 集 . 考 虑 ASA, 那 么 /CADSB 
的 完全 映像 就 是 广 :CCA)). 一 般 来 说 广 !CFCAD)) 天 Ai АН А, Г (УСА, >. Я 
数 /:{1,2,3} 一 {0,1} ,满足 


Да) = 02) =0,703)=1. 
ФА ={1} ,那么 有 
==" о} = (1,2). 
这 时 A,C 广 !(FCA)). 
例 4.6.3  /:М-=М, Н 
: =, 若 х 为 偶数 ， 
Рб) = 2 
2+1. Жаа. 
3 А={0,1},В={2} ,那么 有 
f(A)=f({0,1}))={f(0),f01)}={0,2}, 
广 !(B) 王 广 !((2)) 一 {1,4)}， 

下 面 讨论 函数 的 性 质 . 

定义 4.6.6 № /:А>В. 

(1) 若 гаП/=В, ЖЖ /:A 一 B 是 满 射 的 . 

(2) 41 У уЕ ranf 都 存在 唯一 的 zxEA 19 / (2) = у, ИИ Г: А-В 是 单 射 的 . 

(3) Ж Г: А-В 既是 满 射 又 是 单 射 的 , 则 称 /:A 一 B 是 双 射 的 (或 一 一 映像 ). 

由 定义 不 难看 出 ,如 果 /:A 一 B 是 满 射 的 , 则 对 于 任意 的 УЕ В 都 存在 x EA, 使 得 
ГС) =у, ШЖ f(x) 二 y 是 单 射 的 , 则 对 于 аа СА Н х. 322, Е (а) 3 70а). 6 
名 话说 ,如 果 对 于 2 ЄА.2 Е АЖ (а) = 0а). ЕЖ =. 

例 4.6.4 判断 下 列 函 数 是 否 为 单 射 满 射 \ 双 射 的 . 为什么? 

(1) у: ВВ, Др) = а 2х—1. 

(2) f:Z+ 一 R,f(x) 二 lnx,Z1+ 为 正 整 数 集 . 

(3) f:R—2,f(z)=|z|. 

(4) f:R—>R, f(r)=2z+1. 


(5) f:R+—>R+ ,f(z)= ,其 中 有 R+ 为 正 实数 集 . 
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解 (1) А88, 500) = — д? 2—1 是 开口 向 下 的 抛物 线 ,不 是 单调 函数 ,并 且 在 点 
х=1 取得 最 大 值 0. 因此 它 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 的 . 

(2) /:2+—8В, / (2) = шх 是 单调 上 升 的 ,因此 是 单 射 , 但 不 是 满 射 的 ,因为 ranf = 
{lnl,ln2,*…}CR. 

(3) /:R 一 Z,/(zx) 二 |z| 是 满 射 的 ,但 不 是 单 射 的 ,例如 01,5) = 701,2) =1. 

(4) f:R 一 RR,/(zx) 二 2x 十 1 А} ЖА, МОЮ. 因为 它 是 单调 函数 且 гап/= А. 

(5) ВВ со) 一 于! 不 是 单 射 也 不 是 满 射 的 , 当 x 一 0, (zx) 一 十 ;而 当 
ж— 00, /(х)— Боо, ТЕ х=1 ДВИЖИМЕ /(1) 二 2. 所 以 该 函数 既 不 是 单 射 也 不 是 
满 射 的 . 

例 4.6.5 对 于 以 下 各 题 给 定 的 A,B Я, ЛЕ ХА Г: А-В. 如 果 是 ,说 明 
ГАВ 是 否 为 单 射 \ 满 射 和 双 射 的 . 并 根据 要 求 进行 计算 . 

(12 А={1,2,3,4,5},В={6,7,8,9,10},/={(1,8>,<3,9),(4,10),(2,6),(5,9>}. 

(2) А,В Ша) f={(1,7),(2,6),(4,5),(1,9)(5,10)}). 

(3) А,В Ша) /={(1,8>,<3,10),(2,6),(4,9>}. 

(4) АЕВЕВ, /(2)=2(УтЕВ). 


=в=р+. уә = 8 + 
(5) А=В=В+ ,f(z) FTCYZER ). 


(6) АЕВЕ=ВХВ, /((х,у)) =(=+у,х—у). %1[={(т,у)|х,уЕВЛу=х- 1}, 
Ж f(L). 

(7) АЕМХМ,В=М,Г(х,у)) = | 12— у? |, РОХ (0), 7-1(0)). 

解 (1) 能 构成 /:A 一 B, 但 /:A 一 B 既 不 是 单 射 也 不 满 射 的 . 因为 703) = 705) = 
9,76 ranf. 

(2) 不 能 构成 /:A 一 B, 因 为 /不 是 函数 ,(1,7)€E [, (1,9) Е 与 函数 的 定义 矛盾 . 

(3) 不 能 构成 7. А-В, У dlom/ 二 {1.2,3,4} 冯 A. 

(4) 能 构成 /:A 一 B, 且 Г:А—В 是 双 射 的 . 

(5) ЕЖА Г: А-В АН /:A 一 B 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 的 . 因为 该 函数 在 x 二 1 取得 
极 大 值 /(1) 一 方 ,西数 不 是 单调 的 , 且 тав/ В+. 

(6) 能 构成 Г:А—В,Н Г: А-В 是 双 射 的 . 

f(D)={(2z+1,—1)|zER}=RX{—1}. 


(7) 能 构成 /:A 一 B,f:A 一 B 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 的 . 因为 f((1,1)) 二 f((2,2)) 二 
0, Н 26 гап/. 


УО Хх {0} )= {п? —0? |пЕМ}={п? |пЕМ}, 
77%00)) = {(п,п) пЕМ}. 
14.6.6 对 于 给 定 的 集合 A 和 B 构造 双 射 函数 Г.А В. 
(1) A=P({1,2,3}),B={0,1}23. 


(2) 4=[0,1],B= [于 去 А 
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(3) A=2Z,B=N. 


л Зл 


(9 А= [57 ‚Вв=[—1,1]. 
М (1) А={9,(1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}, 
В={ о, Ил, р) ,其 中 
у= (41,0),(2,0),43,0)}, fi={(1,0),(2,0),(3,1)}, 
fi={(1,0),(2,1),(3,0)}, fs={(1,0),(2,1),(3,1)}, 
fi={(1,1) ,62,0),(3,0)}, fs={(1,1),(2,0),(3,1)}, 
в=((1,1), (2,1), (3,0)},={41,1),(2,1),{3,1)}. 
& Г. А>В, 19 
о = 0), Орал, 02р), А3) у, РО1,2р)р= д, 3)= №, 
козу. 


х1 

1° 

(3) 将 Z 中 元 素 依 下 列 顺序 排列 并 与 N 中 元 素 对 应 : 
2. 0 #1 —2 2 3 
ууу 
м: 0 1 名 6 


А р р оу 
(2) 4 Г:[0,1] 4’ | 72 


则 这 种 对 应 所 表示 的 函数 是 
{:7-— М 
2х, х>20, 
f(x) = 
一 2 一 1 20, 
CE =>[—1,1], /f(x)=sin zx. 


4.7 ”还 数 的 复合 与 反 函 数 


函数 是 一 种 特殊 的 二 元 关系 ,对 函数 右 复合 就 是 关系 的 右 复 合 . 一 切 和 关系 右 复 合 有 关 
的 定理 都 适用 于 函数 的 复合 . 下 面 着 重 研究 函数 右 复合 中 特有 的 性 质 . 

定理 4.7.1 设 下 ,G 是 函数 , 则 F*G 也 是 函数 . 且 满 足 : 

(1) аот(Е°С) = (| Є domF Л Е(х)Е domG); 

(2) VxzEdomCF-G) 有 Fe-GCz) 一 GOFCz)). 

证 明 因为 下,G 是 关系 ,所 以 F*G 也 是 关系 . 

若 对 某 个 zxE dom(F*G) 有 xzF*G, 和 zF*G,。, 则 

(т, у) ЕЕ*СЛ (т, у.) ЄЕС 

> Зы (х) ЄЕЛ( у) ЄС) Л 32, (r,t ЄЕЛ (2 ,у,) ЄС) 
= За Зы (и =ь Л.у) ЄСЛ (у) ЄССЕ 为 函数) 
у у, (С 为 函数 ). 
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所 以 ЕС 为 函数 . 
ДЕЖ 2. Д] 
XEdom(F°G)> 3:3 у(х.) ЕЛ0, у) ЄС) 
= 3102 ЄдотпЕ Mt=F(zx) ЛЄ отб) 
—хЕ {х |хЕ 4отЕЛ Е(х) Є 4отбС}. 
ДЕЖ +, 


тЕ 4отЕЛЕ(+) Е отб =‹(х,Е())Е ЕЛ‹Е(+),С(Е(2))>ЕС 
=>(т.С(Е(2))>Е Е*С 
=> дот(Е° б) Л Е*С(2)=С(Е(х)). 

所 以 (1) 和 (2) 得 证 . 

推论 1 设 F,G, 万 为 函数 , 则 (FeG)* 刀 和 Е С° НЕ Же, Н.Е) Н= Е (С° Н). 

证 明 由 定理 4.7.1 和 定理 4. 2. 2 得 证 . 

推论 2 设 Г. А-В, в.В—С,М Гв: АС, НУхЕА #9 а(х) = 60 (а). 

证 明 由 定理 4.7.1 可 知 /*g 是 函数 , 且 

dom(g) 一 {zlzEdomfACz)Edomg})=(zlzEAACz)EB}= 一 A， 
гап(/° 2) СгапоС С. 

因此 有 fg:A-~~C, 且 有 YzEA 都 及 sg(Cz) 一 gCFCz))， 

定理 4.7.2 设 Г.А>В,в:В—С. 

(1) 如 果 Г: А-В, в:В—С 都 是 满 射 的 , 则 Г в: АС 也 是 满 射 的 . 

(2) 如 果 /:А—В,в:В—С 都 是 单 射 的 , 则 Ге: АС 也 是 单 射 的 . 

(3) ШЖ /. А-В, в:В-С 都 是 双 射 的 , 则 Го: АСА ЯНО. 

证 明 (1) 任 取 cEC, 因 为 g:B>C ТИ. БЕ В 使 得 g (5b) 二 c, 对 于 这 个 5b, 由 
于 Г. А-В 也 是 满 射 的 ,所 以 3a€ A #43 /(а)=6. 由 定理 4.7.1 有 

f°g(a)=g(f(a))=g(b)=e. 
从 而 证 明了 f*g:A 习 C 也 是 满 射 的 . 
(2) 假设 存在 лол СА 使 得 
f°g(z)=f°g(x;). 
由 定理 4.7.1 有 
g(f (71))=g(f (zs)). 

因为 g&:B-~C Е, С, = (+). ХЗ Г: А-В 也 是 单 射 的 ,所 以 zi 二 zx. 从 而 
证 明了 в: АС 是 单 射 的 . 

(3) 由 (1) 和 (2) 得 证 . 

定理 4.7. 2 说 明 函 数 的 复合 运算 能 够 保持 函数 单 射 、 满 射 , 双 射 的 性 质 . 但 该 定理 的 逆 
命题 不 为 真 , 即 如 果 /。g:A 一 C 是 单 射 (或 满 射 、 双 射 的 ) ,不 一 定 有 /: А-В Я .В—С 都 
是 单 射 ( 或 满 射 \ 双 射 ) 的 . 考虑 集合 

А = {а} ,а,,аз;},В= (Ы, ,bz ‚6; ‚6 },С= {с»с ›сз}. 
令 
1={(ал,& >, (as +6), аз ,bs)}, 
а= ( (Б.с), (Бо с»), (bs ›сз) ‚(в ,сз)}› 
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则 有 
Рв = {Хау ,сі), (аз sc2) (as sc2)}. 
不 难看 出 УАВ ер: АС 都 是 单 射 的 ,但 Г: АВ 不 是 满 射 的 . 
定理 4.7.3 М Г. АВ, МН 
г=у1ь=1,° у. 
证 明 由 定理 4.7.1 的 推论 2 可 知 ТЬ: АВ #1 Гл ° У: А-В. 
ЧЕК т, у», М 
{х,уЕГ>(х,у)Е УЛуУЕВ 
=> (х.уЕ ГЛ (у, у› Е 1 
全 (zy)E Fa， 
(Zr EF 1в > ЗК(ж. РЕ УЛ «а, Е 1) 
>(r,t ESNt=y 
=>(z,y) Ef. 
所 以 有 f=f*Is. 
同 理 可 证 =. 
定理 4.7.3 说 明了 恒 等 函 数 在 函数 复合 中 的 特殊 性 质 . 特别 地 ,对 于 ГЕ A*, 有 
П Е а А 
下 面 考虑 函数 的 逆 运 算 . 
任 给 函数 下, 它 的 道 F 不 一 定 是 一 个 函数 ,只 是 一 个 二 元 关系 . 例如 
Е={(л1,у),(12,5)}, 
则 有 
Е! ={(у ,71),(y1 72)). 
Ш.Е Ж. 因为 对 于 у EdomF-: 有 а, 和 xs 两 个 值 与 之 对 应 ,破坏 了 函数 的 
单 值 性 . 
任 给 单 值 函数 Г: А-В, 广 : 是 函数 ,上 且 是 从 ranf 到 B 的 双 射 函数 ,但 不 一 定 是 从 В 
到 A 的 双 射 函数 . 因为 对 于 某 些 yE B 一 ranf,f/"! 没 有 值 与 之 对 应 . 
对 于 什么 样 的 函数 /;,A 习 B, 它 的 道 广 ! 是 从 В 到 A МГ '. ВА №? 我 们 有 以 
下 定理 . 
定理 4.7.4 0 А-В 是 双 射 的 , 则 71. В-А 也 是 双 射 的 . 
证 明 先 证 明 у ‘МВА 的 函数 71:B 一 A. 因为 /是 函数 ,所 以 广 :是 关系 , 且 
由 定理 4. 2. 1 得 
dom 广 :一 ranf 一 B， тапу! = даот/= А. 
РР Є В = дот! ,假设 有 yw ,ycEA 使 得 
(ху) ЄЛ (х,у) ЕД! 
成 立 , 则 由 逆 的 定义 有 
(ух) Є ЈАЛ (ух) Є у. 
根据 Г 的 单 射 性 可 得 у, 一 % ,从 而 证 明了 广 :是 函数 . 综 上 所 述 , 广 ::B-~A 是 满 射 的 
函数 . 
再 证 明 1. ВА 的 单 射 性 , 若 存在 zi т, © В 4848 С) = Г (zs) 一 > 从 而 有 


习题 4 


{м ,у ЕД Л (х,у) Є У = (у, ) © УЛ (у,љ) Е 
全 zi 一 zz( 因 为 是 郴 数 ). 
对 于 双 射 函数 Г: А-В, 广 ::B-~A 是 它 的 反 函 数 . 
定理 4.7.5 设 太 :4A-~ 忆 是 双 射 的 , 则 
УЕ РА: 
证 明 由 定理 4.7.4 可 知 广 ::B-~A 也 是 双 射 的 ,再 由 定理 4.7. 1 的 推论 2 可 知 
рту: В-В, р р. А-А. 


ЧЕ, у), Ш 
(Ty EF of IH Є ‘Л, YE 
>31, 2) ЄЃЛ (б.у) Є р) 
>х=уЛхт, УЕ B( 因 为 f 是 函数 ) 
之 (zy)ETs 
ЧЕК т, у», 


{х,у)Е1в >х=уЛх,уЕ В 
= 31(<1, 2) Е ГЛ 1. уе (Г. А-В 是 双 射 ) 
一 (zy)eE + Г. 
所 以 有 广 '*f=Is. 同 理 可 证 7° 71 = А. 
定理 4.7.5 告诉 我 们 ,对 于 双 射 函数 /:A 一 A, 有 
ГИНЕ 
$1 4.7.1 设 /:R 一 R,g:R 一 R: 


ад = [: р 二 二 下 
—2, «53; 
Ж в.в. УО ХЕХЕ РАС, КН ЕТНО БС РА 8. 

解 ”g:R 一 R: 

пасо 223, 

0, 2<3; 
g°f:R—R: 

Ce х221. 

—2, ==. 


因为 /:R 习 R 不 是 双 射 的 ,不 存在 反 函 数 . Ш g:R 一 R 是 双 射 的 , 它 的 反 函 数 是 
ЕКЕ, в !(7x)=zx—2. 


> 题 4 


1. А={1,2,3},В={а,б,с},Ж АЖВ,А*. 

2. В А={0,1},В={1,2},№ АХ {2} ЖВ. 

3. 设 A={1,2,…,10}, 定 义 A ЕЖЕ = {(х,у)|х,УЕА Н х +у= 10), Е 
具有 哪些 性 质 并 说 明理 由 . 

4. 设 A={1,2,3,4}, R 是 A 上 的 关系 ,上 且 R={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}. 
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(1) 给 出 R 的 关系 图 及 关系 矩阵 ; 
(2) 说 明 R 的 性 质 . 
5. ВА={1,2,3,4,5,6}, R 为 A 上 的 关系 , R 的 关系 图 如 图 4. 1 所 示 。 


1 


(1) 求 R? ,Rs 的 集合 表达 式 ; 

(2) 求 r(R)，s(R),z(R) 的 集合 表达 式 . 

6. 设 A={1,2,3), 图 4.2 给 出 了 集合 A 上 的 关系 , 写 出 对 应 每 种 关系 的 关系 矩阵 ,并 
说 明 它 所 具有 的 性 质 . 


2 
а. А 
2% 
a 


“> 


(2) 
с) (е) 


人 


су 


习题 4 


7. 针对 图 4. 3 中 的 每 个 哈 斯 图 , 写 出 集合 以 及 偏 序 关系 的 表达 式 


5 5 


1 2 а с е 1 


(а) (Ы) (©) 
А 4.3 


8. 写 出 下 列 集合 与 整除 关系 并 画 出 哈 斯 图 : 
(1) {1,2,3,4,6,8,12,24}; 
(2) {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. 


代数 一 般 意义 下 被 认为 是 对 符号 的 操作 ,在 历史 上 ,代数 的 发 展 分 为 两 个 历史 阶段 .19 
世纪 之 前 的 代数 称 为 古典 代数 ,19 世纪 至 今 的 代数 称 为 近世 代数 ,也 叫 作 抽象 代数 . 抽象 
代数 是 用 代数 的 方法 从 不 同 的 研究 对 象 中 概括 出 一 般 的 数学 模型 并 研究 其 规律 ,性质 和 结 
构 , 其 主要 内 容 是 研究 各 种 各 样 的 代数 结构 . 抽象 代数 也 称 代数 系统 . 

代数 系统 主要 研究 各 种 代数 结构 ,诸如 群 \ 环 、 域 等 ,它们 是 代数 学 的 一 个 分 支 . 现在 的 
代数 学 已 经 在 计算 科学 物理 学、 化 学 力学 .生物 学 等 科学 领域 有 着 广泛 的 应 用 . 本 章 主 要 
介绍 代数 系统 的 定义 及 性 质 \ 代 数 系统 的 同 态 与 同 构 . 


5.1 二 元 运算 及 其 性 质 


定义 5.1.1 设 S 为 集合 ,映射 /:SXS 一 S 称 为 S$ 上 的 二 元 运算 ,简称 为 二 元 运算 . 即 
对 任意 的 (z,y?ESXS, 都 存在 ~-ES 使 得 /((zx,y)) 二 >. 

例如 Г.М ХММ. ((z,y)) 二 x 十 y 是 自然 数 集合 N 上 的 二 元 运算 , 即 自然 数 集 上 
的 普通 的 加 法 运算 是 二 元 运算 . 自然 数 集 上 的 普通 减法 运算 不 是 N 上 的 二 元 运算 ,因为 两 
个 自然 数 相 减 可 能 是 负数 ,而 负数 不 是 自然 数 . 这 时 称 N 对 减法 运算 不 封闭 . 验证 一 个 运算 
是 否 为 集合 N 上 的 二 元 运算 ,主要 满足 以 下 两 点 : 

(1) S 中 任意 两 个 元 素 都 可 以 进行 该 种 运算 , 且 运 算 的 结果 是 唯一 确定 的 . 

(2) $ 中 任意 两 个 元 素 的 运算 结果 都 属于 S , 即 S 对 该 运算 是 封闭 的 . 

例如 实数 集合 R 上 不 可 以 定义 除法 运算 ,因为 0ER ,而 不 能 做 除数 .但 在 R* =В — (0) 


上 就 可 以 定义 除法 运算 了 ,因为 VYz,yER" ,都 有 УЕ. 


下 面 给 出 二 元 运算 的 例子 . 

#1 5.1.1 (1) 自然 数 集合 N 上 加 法 和 乘法 是 N 上 的 二 元 运算 ,但 减法 和 除法 不 是 
上 的 二 元 运算 . 

(2) 整数 集合 Z 上 的 加 法 、 减 法 、 乘 法 都 是 Z 上 的 二 元 运算 ,而 除法 不 是 Z 上 的 二 元 
运算 . 

(3) 非 零 实数 集合 R 上 的 乘法 和 除法 都 是 R 上 的 二 元 运算 ,而 加 法 和 减法 不 是 
R* 上 的 二 元 运算 ,因为 两 个 非 零 实数 相 加 或 相 减 可 能 得 0. 

(4) 设 M,(R ) 表 示 所 有 nn 阶 (n 三 2) 实数 矩阵 的 集合 , 即 
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ап ар аһ 
а а -* ам 
м.в) = 4] в Па ЄВ,1<+#,ј <и, 


дь м неа 
则 矩阵 加 法 和 乘法 都 是 М, СВ ) 上 的 二 元 运算 . 

(5) S 为 集合 ,Ss 为 S 上 的 所 有 函数 构成 的 集合 , 则 函数 的 复合 运算 。 为 SS 上 的 二 元 
运算 . 
通常 用 *, * ,等 符号 表示 二 元 运算 , 称 为 算 符 . 设 /:SXS 一 S 是 S 上 的 二 元 运算 ,对 
任意 的 z,yES, 如 果 z 与 y 的 运算 结果 是 > , 即 

(zyy)) ==, 
则 可 以 利用 算 符 “*” 简 记 为 rz*y 一 =. 
例 5.1.2 设 R 为 实数 集合 ,定义 R 上 的 二 元 运算 “* "为 
Ут,уЕВ, х*у= = 


计算 3*4,( 一 5) 0, 2,0% 二 


解 3x4=3,( 一 5) x 0.2 5,0* 0. 

类 似 于 二 元 运算 的 定义 ,也 可 以 在 集合 S 上 定义 一 元 运算 .下面 给 出 一 些 一 元 运算 的 
例子 . 

例 5.1.3 (1) 在 集合 S 的 笑 集 合 P(S) 上 , 若 规 定 全 集 为 S, 则 求 集 合 的 绝对 补 运算 一 
是 P(S) 上 的 一 元 运算 . 

(2) 求 一 个 数 的 相反 数 是 实数 集合 R 、 有 理 数 集合 Q 和 整数 集合 Z 上 的 一 元 运算 . 

(3) 求 一 个 数 zx 的 倒数 二 是 非 零 有 理 数 集合 Q 上 的 一 元 运算 . 

(4) 求 一 个 复数 的 共 轿 复数 是 复数 集合 C 上 的 一 元 运算 . 

下 面 给 出 一 元 运算 定义 . 

定义 5.1.2 设 S 为 集合 ,映射 f:S-~S 称 为 S 上 的 一 元 运算 ,简称 一 元 运算 . 即 对 任 
意 的 zxES, 都 存在 *xES 使 得 f(x)==z. 可 以 用 算 符 “。” 记 为 (xz) 二 zx 或 "x= 二 zx, 其 中 之 为 参 
加 运算 的 元 素 , < 为 运算 的 结果 . 

对 于 有 限 集 S 上 的 一 元 和 二 元 运算 ,除了 可 以 使 用 映射 了 的 表达 式 以 外 ,还 可 以 用 运 
算 表 给 出 一 元 运算 和 二 元 运算 的 一 般 形式 , 设 S 二 {a1,as，…,a,},“。” 为 算 符 . 则 一 元 运算 
和 二 元 运算 分 别 见 表 5. 1. 1 及 表 5. 1. 2. 


表 5.1.1 表 5.1.2 
а; °а; ы а аг а: а, 
а ?al а а °а а °аг Брај а °а» 
аг °аз аг аз °%а аз %аг а аз °а, 
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例 5.1.4 设 S={a,6b), 给 出 P(S) 上 的 运算 一 和 U 的 运算 表 , 其 中 全 集 为 S. 
解 ” 所 求 的 运算 表 见 表 5. 1. 3 和 表 5. 1. 4. 


ЯЕ. 513 5.1.4 
а, 一 ai U [2] {а} {5} {a,b} 
о (а,6) © © {а} {6} {а,6} 
{а} {6} {а} {а} {а} {а,Б) {а,Ь} 
{6} {а} {6} {6} {а,б} {5} {а,б} 
{a,b} [02] {а,Ь} (а,Ь) {а,6} {a,b} {а,6} 


下 面 讨 论 二 元 运算 的 主要 性 质 . 
定义 5.1.3 设 “。” 为 集合 S 上 的 二 元 运算 . 
(1) 如 果 对 任意 的 z,yES 都 有 
了 3 一 了 DY 
则 称 运算 "在 S 上 是 可 交换 的 ,或 者 说 运算 在 S 上 适合 交换 律 . 
(2) 如 果 对 任意 的 xz,y,xES 都 有 
(xz°y)°z=I° (у° 2), 
则 称 运 算 * 在 $ 上 是 可 结合 的 ,或 者 说 运算 * 在 5 上 适合 结合 律 . 
(3) 如 果 对 任意 的 zxES 都 有 


п оваа. 
注 ШЖБТ т, зол, ШК а ЈА о НОЕ Е. 如 果 S 上 的 二 元 
АРНЕ 5 Чийг С ЈЕ Е А С. 
91 5.1.5 (1) 实数 集合 上 的 加 法 和 乘法 是 可 交换 的 .可 结合 的 ,但 减法 不 可 交换 .不 可 
结合 . 实数 的 加 法 和 乘法 不 适合 突 等 律 ,但 0 是 加 法 的 宕 等 元 ,0 和 1 是 乘法 的 宪 等 元 . 
(2) ЕЕ P(S) 上 ,集合 的 并 运算 和 交 运 算是 可 交换 的 、 可 结合 的 ,适合 寡 等 律 的 . 
(3) n(n 三 2) 阶 实 和 矩阵 集合 M,(R ) 上 的 矩阵 加 法 是 可 交换 的 ,但 矩阵 乘法 是 不 可 交 
换 的 . 
(4) 5% 上 函数 的 复合 运算 是 不 可 交换 的 . 
定义 5.1.4 设 * 和 x* 是 S 上 的 两 个 二 元 运算 ,如 果 对 任意 的 zx,y,xES 有 
Zx(y。z) 一 (zxy)。(zxzx)，( 左 分 配 律 ) 
(узз) их = (у*л) ° (=*х), (НД) 
则 称 运算 х 对 。 是 可 分 配 的 ,也 称 * 对 。 适 合 分 配 律 . 
注 (1) 提 到 分 配 律 时 应 该 指明 哪个 运算 对 哪个 运算 可 分 配 ,不 要 笼统 地 讲 它们 适合 
分 配 律 . 因为 一 个 运算 对 另 一 个 运算 可 分 配 ,但 反之 不 一 定 成 立 . 例如 实数 集 R 上 乘法 对 加 
法 是 可 分 配 的 ,但 加 法 对 乘法 不 是 可 分 配 的 . 
(2) 使 用 归纳 法 不 难 证 明 , 若 * 对 * 运 算 分 配 律 成 立 , 则 * 对 * 运 算 广义 分 配 律 也 成 立 ， 
即 Yz,ymvy，……ycES 有 
ж* (уо уг ° -** о у„) = (х у) © (х* уз) ° --* ° (х*жу,), 
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(ур оу о о у) их = (ур # х) • (уржа) oe о (у, # х) 


$1 5.1.6 (1) 实数 集 R 上 的 乘法 对 加 法 是 可 分 配 的 . 

(2) Е п (12) 实 矩 阵 的 集合 M,(R ) 上 ,矩阵 乘法 对 于 矩阵 加 法 是 可 分 配 的 . 

(3) ЖЕ РЕМ U П 是 可 分 配 的 ; 门 对 U 也 是 可 分 配 的 . 

定义 5.1.5 设 * 和 x 是 S 上 两 个 可 交换 的 二 元 运算 ,如 果 对 任意 的 x,y 都 有 

TE (2059) дик) =» 

则 称 >* 和 x 满足 吸收 律 . 

例 5.1.7 Ж РО) БИО 和 运算 满足 吸收 律 , 即 VA,BEP(CS) 有 

АЦО‹АПВ = А, АП(АЦВ)=А. 
下 面 介绍 与 二 元 运算 有 关 的 一 些 特殊 的 元 素 . 
定义 5.1.6 设 * 为 集合 S 上 的 二 元 运算 ,如果 存 在 ea (或 e,) 使 得 对 任何 zxES 都 有 
е° х= х (Жт°е = х) 

成 立 , 则 称 а (或 e.) 是 5 中 关于 "运算 的 一 个 左 单位 元 (或 右 单位 元 ). те 关于 。 运算 既 是 左 
单位 元 又 是 右 单位 元 , 则 称 。 为 S 上 关于 * 运 算 的 单位 元 ,单位 元 也 称 为 么 元 . 

例 5.1.8 (1) 0 是 实数 集 R 上 加 法 的 单位 元 ,1 是 乘法 的 单位 元 . 

(2) n 阶 零 矩 阵 ( 元 素 全 为 0) 是 矩阵 加 法 的 单位 元 ,n 阶 单位 阵 是 矩阵 乘法 的 单位 元 . 

(3) 在 P(S) 上 ,是 U 运 算 的 单位 元 , $ 是 П 运算 的 单位 元 , О 是 对 称 差 运算 Ф 的 
单位 元 . 

例 5.1.9 在 非 零 实数 集合 R" 上 ,定义 二 元 运算 * 如 下 : 

Уа.6ЕВ*, а°Ь=а. 

则 不 存在 eER" ,使 VOER* ,有 e*0 一 0 所 以 运算 * 没 有 左 单位 元 ,但 对 每 一 个 acER* ,对 任 
意 6ER" ,都 有 ba 一 b, 所 以 R* 中 的 每 个 元 素 a 都 是 * 运 算 的 右 单位 元 . R* 中 有 无 数 多 个 
右 单位 元 ,但 任何 右 单位 元 都 不 是 左 单位 元 ,R* 中 没有 关于 运算 的 单位 元 . 

定理 5.1.1 设 * 为 集合 S 上 的 二 元 运算 а Ме, 分 别 为 S 中 关于 "运算 的 左 单位 元 和 
右 单位 元 , 则 有 ее, =е Не 为 S 上 关于 "运算 的 唯一 的 单位 元 . 

证 明 Нуе ее, (е, 为 右 单位 元 ) ,ei*et 二 er(e 为 左 单位 元 ) ,所 以 wm 一 er 

把 @l==e, 记 作 e, 则 e 是 S 中 的 单位 元 . 

下 证 单位 元 的 唯一 性 . 假设 e 5 中 的 单位 元 , 则 有 e ее 二 e, 所 以 e。 是 S 中 关于 。 运 
算 的 唯一 的 单位 元 . 

定义 5.1.7 设 * 为 S 上 的 二 元 运算 , 若 存 在 元 素 % (或 0.)ES 使 得 对 任意 的 zxES, 有 

bz 一 0 (或 zx。0 一 0)， 

则 称 9.( 或 9.) 是 S 上 关于 * 运 算 的 左 零 元 (或 右 零 元 ). 若 0E S 关于 。 运算 既是 左 零 元 又 是 
右 零 元 , 则 称 0 为 S 上 关于 * 运 算 的 零 元 . 

例 5.1.10 (1) ЛЕ РЕ, О 运算 的 零 元 是 S, П 运算 的 零 元 是 人 . 

(2) M,(R )(x 过 2) 上 矩阵 乘法 运算 的 零 元 是 零 矩 阵 ,矩阵 加 法 运算 无 零 元 . 

(3) 0 是 实数 集 上 普通 乘法 的 零 元 ,但 加 法 没有 零 元 . 

(4) 在 R* 上 定义 运算 * ,对 任意 ,ER” .аЬ=а. В" 中 的 任何 元 素 都 是 运算 。 的 左 
零 元 ,但 没有 右 零 元 ,因而 没有 零 元 . 
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定理 5.1.2 设 * 为 集合 S 上 的 二 元 运算 ,% 和 0. 分 别 为 * 运 算 的 左 零 元 和 右 零 元 , 则 有 
9 二 9. 二 9, 且 9 是 S 关 于。 运算 的 唯一 的 零 元 . 

证 明 留 作 练 习 , 读 者 自 证 . 

关于 零 元 和 单位 元 还 有 以 下 定理 . 

定理 5.1.3 设 :为 集合 S 上 的 二 元 运算 ,e 和 0 分 别 为 。 运算 的 单位 元 和 零 元 . 如 果 集 
合 S 中 至 少 有 两 个 元 素 , 则 e 天 0. 

证 明 用 反 证 法 .假设 e 二 0, 则 YzxES 有 

х=х’е=х.д=д. 

这 与 集合 S 中 至 少 含有 两 个 元 素 相 矛 盾 . 

定义 5.1.8 设 * 为 集合 S 上 的 二 元 运算 ,e 为 。 运算 的 单位 元 ,对 于 zES, 如 果 存 在 
ES( 或 wwES) 使 得 wez=e( 或 zy 一 e) 则 称 ( 或 y) 是 z 的 左 逆 元 (或 右 逆 元 ). 若 
yE5S 既是 x 的 左 道 元 又 是 xz 的 右 逆 元 , 则 称 > 是 x ШИ ЩЖ xz 的 道 元 存在 , Ш 
з дапр йу. 

例 5.1.11 (1) 整数 集 Z 上 加 法 的 单位 元 是 0. Еа ОЕ ТРА А Е И 26 Н.И 6 
为 它 的 相反 数 . 

(2) 在 P(S) 上 ,对 门 运算 S 为 单位 元 ,只 有 S 有 逆 元 ,就 是 它 自 己 , 其 他 元 素 没有 
200270. 

(3) 在 M,(R ) 上 , 零 矩阵 是 矩阵 加 法 的 单位 元 , 实 矩 阵 М РУ ло 0 — М, ТЈ ДА. 
位 阵 是 关于 矩阵 乘法 的 单位 元 ,只 有 可 逆 和 矩阵 М 存在 乘法 的 逆 元 M *. 

由 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,对 于 给 定 的 集合 和 二 元 运算 来 说 , 道 元 与 单位 元 、 零 元 不 同 . 如 
果 单 位 元 或 零 元 存在 ,一 定 是 唯一 的 , 即 整个 集合 只 有 一 个 . 而 逆 元 是 否 存在 ,与 元 素 有 关 . 
有 的 元 素 有 道 元 ,有 的 元 素 没 有 道 元 ,不同 的 元 素 对 应 着 不 同 的 逆 元 . 如 果 运 算是 可 结合 的 ， 
那么 对 于 集合 中 存在 逆 元 的 元 素 , 闭 元 是 唯一 的 . 

定理 5.1.4 设 * 为 集合 S 上 可 结合 的 二 元 运算 , e 为 该 运算 的 单位 元 ,对 于 zxES 如 
果 存 在 左 逆 元 w 和 右 逆 元 w, 则 有 у. = = у. В. у Ех 唯一 的 道 元 . 

证 明 由 ez=e 和 zs*y 一 e, 得 

я =л*е=л ° (х*у,) = (их) * у, = е° у, = у,. 
$ у= у= у, ут Ил. у 也 是 xz 的 道 元 , 则 
у = у *e=y (rz°*y)=(y х) y=eey=y, 

所 以 y 是 xz 的 唯一 道 元 . 

由 定理 5. 1.4 可 知 ,对 于 可 结合 的 二 元 运算 来 说 ,可逆 的 元 素 x 只 有 唯一 的 逆 元 ,通常 
ПЕ т". 

最 后 给 出 一 条 关于 二 元 运算 的 运算 律 一 一 消去 律 . 

定义 5.1.9 设 * 为 集合 S 上 的 二 元 运算 ,如 果 对 于 任意 的 zx,y,<ES, 满 足以 下 条 件 : 

(1) 若 zey 一 zez 且 工 天 0, 则 > 一 =; 

(2) 若 yz 一 zz Н х520.] у==. 
那么 称 。 运算 满足 消去 律 ,其 中 (1) 称 作 左 消去 律 ,(2) 称 作 右 消去 律 . 

注 ”被 消去 的 2520. 

例 5.1.12 (1) 整数 集合 Z 上 的 加 法 和 乘法 都 满足 消去 律 . 


5.1 二 元 运算 及 其 性 质 


(2) Е РЕМ П 和 О 一 般 不 满足 消去 律 . 例如 对 于 A,B,CEP(S),AUB= 
AUC, 不 一 定 能 得 到 В=С. 

(3) 2(0z 人 2) 阶 实 矩 阵 集 合 M,(R ) 上 的 矩阵 加 法 满足 消去 律 . 但 乘法 不 满足 消去 律 ， 

1 011 1 1011 | е ' 
gl。 ojls Ча" ol 路 ao на 7! 

$1 5.1.13 下 面 给 出 了 集合 和 该 集合 上 的 二 元 运算 ,请 指出 该 运算 的 性 质 , 零 元 和 所 
有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 

(1) Z+,VzyEZ+,zxy 一 lcm (zyy), 即 求 x Жу 的 最 小 公 倍数 . 

(2) Q,VzyEQ ‚хку=х-у— ху. 

М (1) * ЕЯ ША, ЗМ. 

УхЕ 7+ ,х*1=х,1*х=х,1 为 单位 元 . 

不 存在 零 元 . 

只 有 1 有 逆 元 ,是 它 自 己 ,其 他 正 整数 无 逆 元 . 

(2) х 运算 满足 交换 律 ,因为 Vz,yEQ ,有 

TXxy=XI+y—7ry=y+7r—yr = у*л. 

х 运算 满足 结合 律 ,因为 Vx,y,xEQ ,有 


(хжу) *= = (хфу-—лу)*=х 


х* (ужа) =х* (у+=— у) 


“уу а=: = уку 


х+у 
УР у е = Е мух 


所 以 
(тху) #2 = ж* (уха). 
* 运算 不 满足 宕 等 律 , 因 为 2EQ ,但 2 * 2 一 2 十 2 一 2 X 2=0 天 2. 
х 运算 满足 消去 律 ,因为 Vzyy,<EQ,z 天 1 (1 为 零 元 ) ,由 


х*у=хЕ>х, 


Z 十 ?一 zy 一 并 十 zx 一 zz ， В (уд = zx(y—2). 
进一步 有 
у= х (х% 1). 
故 左 消去 律 成 立 . 由 于 * 是 可 交换 的 , 右 消 去 律 显 然 成 立 . 综 上 ,消去 律 成 立 ， 
VzEQ 有 ， 
х*0=х=0*хх, 
0 是 * 运算 的 单位 元 . 
VxEQ 有 ， 
х*#1=1=1*х, 
1 是 * 运算 的 零 元 . 
VzEQ ,和 欲 使 zx*y 一 0 М ух х=0 成立, 即 
хфу—лу = 0, 


解 得 УЕ АР д = (152. 


==1 
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5.2 К ЩЖ 


ЖХ 5.2.1 非 空 集合 S 和 S БА 个 一 元 或 二 元 运算 f1,f;,…,fi 组 成 的 系统 称 为 一 
个 代数 系统 ,简称 代 教 , 记 作 〈(S,f1,f;，… А). 

例 5.2.1 (1) (N ,十 ),(Z ,十 ,。),(R ,十 ,。) 是 代数 系统 ,其 中 十 和 。 分 别 表示 普 
通 加 法 和 乘法 . 

(2) (M,(R ) ,十 ,。) 是 代数 系统 ,其 中 十 和 。 分 别 表示 п ИОН ТРА 
乘法 . 

(3) (P(CS),U ,有 ,一 ) 是 代数 系统 ,其 中 含有 两 个 二 元 运算 U 和 站 以 及 一 个 一 元 运 
я ~. 
在 某 些 代 数 系统 中 ,存在 着 一 些 特定 的 元 素 , 它 对 该 系统 的 一 元 或 二 元 运算 起 着 重要 的 
作用 ,例如 二 元 运算 的 单位 元 和 零 元 . 在 定义 代数 系统 时 , 常 把 含有 这 样 的 特定 元 素 也 作为 
系统 的 性 质 , 比 如 规定 系统 的 二 元 运算 必须 含有 单位 元 , 称 这 些 元 素 为 该 代数 系统 的 特异 元 
素 或 代数 常数 . 为 了 强调 某 个 代数 系统 是 含有 代数 常数 的 系统 ,也 可 以 把 这 些 代数 常数 列 
到 系统 的 表达 式 中 ,例如 (2Z ,十 中 的 “十 ”运算 有 单位 元 0, 为 了 强调 0 的 存在 ,将 (2Z ,十 》 
记 作 (Z ,十 ,0). 又 如 (P(S),U, 门 ,一 ) 中 的 U 和 门 运算 存在 单位 元 信和 S ,规定 人 和 $ 是 
该 系统 的 代数 常数 时 ,也 可 将 它 记 为 (P(S),U., 门 ,一 ,G,S). 在 不 发 生 混 淆 的 情况 下 ,为 了 
叙述 的 方便 ,也 用 集合 的 名 字 来 表示 代数 系统 ,例如 上 述 代 数 系统 可 以 简 记 为 Z 和 P(S). 

定义 5.2.2 如 果 两 个 代数 系统 中 运算 的 个 数 相 同 , 对 应 运算 的 元 数 相同 , 且 代 数 常 
数 的 个 数 也 相同 , 则 称 这 两 个 代数 系统 具有 相同 的 构成 成 分 ,也 称 它们 是 同类 型 的 代数 
系统 . 

例 5.2.2 Ү=(В.+, • ,一 ,0,1) 与 V,= 二 (P(S),U, 门 ,一 ,人 @,S) 是 同类 型 的 代数 系 
统 , 它 们 都 含有 两 个 二 元 运算 ,一 个 一 元 运算 和 两 个 代数 常数 . 

同类 型 的 代数 系统 只 是 构成 成 分 相同 ,不 一 定 具 有 相同 的 运算 性 质 . 上 例 中 Vi 和 Vs 是 
同类 型 的 代数 系统 ,但 它们 的 运算 性 质 是 有 区 别 的 , 见 表 5. 2. 1. 


表 5.2.1 
У, у. 
十 和 “。 可 交换 ,可 结合 Оя П 可 交换 ,可 结合 
“对 十 可 分 配 U 和 站 互相 可 分 配 
十 和 “。 ЖЖ U 和 站 еа 
十 和 。 没 有 吸收 律 ОЖ 有 吸收 律 
十 和 “。 没有 消去 律 U 和 站 一 般 没 有 消去 律 


在 规定 了 代数 系统 的 构成 成 分 后 ( 即 集合 .运算 以 及 代数 常数 以 后 ) ,如 果 再 对 这 些 运 算 
所 遵从 算 律 加 以 限制 ,那么 满足 这 些 条 件 的 代数 系统 就 具有 相同 的 性 质 ,从 而 构成 了 一 类 特 
殊 的 代数 系统 . 

定义 5.2.3 设 V=(S, 所 ,fs，,…,fi) 是 代数 系统 , ВС, ШЖ В 对 f1,f;,…,fi 都 是 


5.2 代数 系统 


封闭 的 , 且 В 和 S 含有 相同 的 代数 常数 , 则 称 (B, 所,f;,…,f:) 是 V 的 子 代 数 系统 ,简称 
子 代数 . 也 将 子 代数 系统 简 记 为 В. 

例 5.2.3 (1) NN 是 (2Z ,十 ) 的 子 代数 ,因为 N 对 加 法 运算 十 是 封闭 的 . 

(2) N 是 (2Z ,十 ,0) 的 子 代数 ,因为 N 对 加 法 运算 十 封闭 , 且 N 中 含有 代数 常数 0. 

(3) N 一 {0} 是 (2 ,十 ) 的 子 代数 ,但 不 是 (2Z ,十 ,0) 的 子 代数 ,因为 (Z ,十 ,0) 的 代数 常 
数 0&N — {0}. 

从 子 代数 定义 不 难看 出 , 子 代 数 和 原 代数 不 仅 具 有 相同 的 构成 成 分 ,是 同类 型 的 代 
数 系统 ,而且 对 应 的 二 元 运算 都 具有 相同 的 运算 性 质 . 因为 任何 二 元 运算 的 性 质 ,如 果 在 
原 代数 上 成 立 , 那 么 在 它 的 子 集 上 显然 也 是 成 立 的 . 对 于 任何 代数 系统 V=(S, i， 
Р ЛО ,其 子 代数 一 定 存在 . 最 大 的 子 代 数 就 是 У 本 身 . 如 果 令 У 中 所 有 代数 常数 构 
成 的 集合 是 В.Н B 对 V 中 所 有 的 运算 都 是 封闭 的 , 则 B 就 构成 了 V 的 最 小 的 子 代数 . 
这 种 最 大 和 最 小 的 子 代 数 称 为 V 的 平凡 子 代 数 .车 B 是 S 的 真子 集 , 则 B 构成 的 子 代 数 
称 为 V 的 真子 代数 . 

例 5.2.4 ШУ (2, +.0).4 17 = {п=|=Є2 },n 为 自然 数 , 则 nZ 是 V 的 子 代数 . 

证 明 任 取 nZ 中 的 两 个 元 素 nzi ,nz (21.262), А 

пху пз = п (2 +22) EnZ, 

В 2Z 对 十 运算 是 封闭 的 . 又 0 二 n，0En2Z ,所 以 ,nZ 是 V 的 子 代数 . 

Ч л=0 和 1 时 , nZ 是 V 的 平凡 子 代数 ,其 他 的 都 是 V 的 非 平凡 的 真子 代数 . 

由 已 知 的 代数 系统 可 以 通过 系统 的 方法 构成 新 的 系统 , 即 子 代数 与 积 代数 ,这 些 代数 系 
统 能 够 保持 或 者 基本 上 保持 原 有 代数 系统 的 良好 性 质 .下面 给 出 积 代数 的 定义 . 

定义 5.2.4 ШУ = (А, ШУ, = В, ) 是 同类 型 的 代数 系统 。 和 * 为 二 元 运算 ， 
在 集合 AXB 上 定义 如 下 二 元 运算 。,V (а .0).(а,6.) ЄАХВ 有 

a101) ® (as bs) = (а! ° а,б *6,), 

称 V 一 (AXB,。) МУ, МУ, ША, ШИ: Vi ХУ. ХЕШУ, МУ, Я У 的 因子 
代数 . 

例 5.2.5 设 Vi 和 Vs 分 别 为 模 3 和 模 2 关于 加 法 构成 的 代数 系统 ,给 出 Vi ХУ, ЗЕ 
算 表 ,并 说 明 它 的 运算 是 否 具有 交换 律 与 结合 律 ,是 否 具有 单位 元 . 

№ ”运算 表 如 表 5. 2. 2 所 示 . 


Ж 5.2.2 

Ф 00,0) 00,1) 1,0) (1,1) 02,0) (2,1) 
(0,0) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1) (2,0) (2,1) 
(0,1) ‹0,1) ‹0,0) 41,1) 1,0) (2,1) (2,0) 
(1,0) 1,0) 01,1) 2,0) (2,1) (0,0) (0,1) 
(1,1) (1,1) (1,0) (2,1) (2,0) (0,1) 《0,0》 
(2,0) {2,0) (2,1) ‹0,0) 0,1) (1,0) 41,1) 
(2,1) {2,1) 2,0) 0,1) (0,0) (1,1) (1,0) 


ViXV: 中 的 Ф 运算 具有 交换 律 、 结 合 律 ,单位 元 是 (0,0). 
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易 见 积 代数 与 它 的 因子 代数 是 同类 型 的 代数 系统 ,可 以 证 明 积 代数 能 够 保持 因子 代数 
中 的 许多 良好 的 性 质 . 

定理 5.2.1 ШУ, =(А,°) Я У, = (В, +) 是 同类 型 的 代数 系统 ，V: ХУ, = 
(АХВ, •) 是 它们 的 积 代数 . 

(1) 如 果 。 和 * 运算 是 可 交换 (可 结合 、 寡 等 ) 的 ,那么 。 运算 也 是 可 交换 (可 结合 、 寡 
等 ) 的 ; 

(2) 如 果 e Же, (0, 入) 分 别 为 -和 * 运 算 的 单位 元 ( 零 元 ) ,那么 (ee > (<0, 2》) 也 是 。 
运算 的 单位 元 ( 零 元 ); 

(3) 如 果 xz 和 y 分 别 为 。 和 * 运算 的 可 道 元 素 , 那 么 (x,y) 也 是 。 运 算 的 可 道 元 素 , 其 
逆 元 就 是 (z-1,y-:). 

证 明 这 里 只 证 明 (1) 中 的 结合 律 ,(2) 中 的 单位 元 ,其 他 性 质 的 证 明 留 作 练习 . 

(1) Е (ат 61 >, (аз ,0) , asp)EVXV:， 则 
(аз) • (аз ,Б,)) * (аз›вз) 一 (al ° а, * bo) • баз bs) 

=((а а) аз, (by * bo ) * 03) 
= (а ° (а заз) (6) (因为 。 和 * 运算 都 满足 结合 律 ) 
一 (al в) * (а ° аз, * 6) 
= (а,б) * (а 0) * “аз,в: >). 
(2) Ва.) ЄУ, ХУ, , й] 
(а,б) • е ,е.) = “а °е,.Б*е) = (а,б), 
(еу ,е) • (а,б) = «е ° aves *6) = (а,Ь). 
因此 (ei ,es) 是 关于 ， 运 算 的 单位 元 . 

积 代数 的 定义 可 以 推广 到 具有 多 个 运算 的 同类 型 的 代数 系统 . 在 具有 两 个 不 同 的 二 元 
运算 的 情况 下 ,使 用 与 定理 5. 2. 1 中 类 似 的 方法 不 难 证 明 : 积 代数 也 保留 因子 代数 的 分 配 
律 和 吸收 律 等 性 质 .但 是 积 代数 不 一 定 保留 因子 代数 的 消去 律 性 质 . 

例 5.2.6 设 和 =={0,1,…,n 一 1}, 其 中 是 正 整 数 , У, =‹ 7, ,©,),У,=(7, ,©,) 分 
别 表示 模 4 НИЯ 3 乘法 的 代数 系统 . 那么 Vi 和 V, 中 的 运算 都 满足 消去 律 . 考虑 积 代数 
(У, ХУ, ,@) ,这 里 的 运算 不 满足 消去 律 ,因为 Vi ХУ, 中 有 

(2,0) © (0,2) = (0,0) = (2,0) 四 (0,0)， 
《2,0) 不 是 零 元 ,在 上 式 中 用 消去 律 将 它 消去 ,就 得 到 〈0,2) 二 (0,0) ,显然 这 是 错误 的 . 


5.3 代数 系统 的 同 态 与 同 构 


实际 中 存在 着 很 多 不 同 的 代数 系统 ,有 些 系统 是 同类 型 的 ,有 些 不 是 同类 型 的 ,而 且 具 
有 共同 的 运算 性 质 ,因此 是 同 种 的 . 在 同 种 的 代数 系统 中 ,有 些 系统 在 结构 上 更 为 相似 ,甚至 
完全 一 样 . 
例如 代数 系统 У, =(7.,Ф,),У.=‹А,Ф,) ,其 中 
7, =40,1,2}, А=0,2,4}, 


=з 代数 系统 的 同 态 与 同 构 令 


分 别 表示 模 3 НИЯ 6 ЛП. 这 两 个 代数 系统 的 运算 表 见 表 5.3. 1 和 表 5. 3. 2. 


表 5.3.1 
®, 0 1 2 
0 0 1 区 
1 1 2 0 
2 2 0 1 
Ж 5.3.2 
Ф, 0 2 4 
0 0 2 4 
2 2 4 0 
4 4 0 2 


把 表 5. 3. 1 中 的 1 和 2 分 别 替换 成 2 和 4, 就 可 以 得 到 表 5. 3. 2. 这 个 替换 可 以 表示 成 
ЖА: /二 {40,0),(1,2),(2,4)) 在 双 射 函数 Г 的 作用 下 ,代数 系统 Vi 转换 成 了 V;. 它们 是 
同 构 的 ,都 是 抽象 代数 系统 (арс) 的 实例 . 

定义 5.3.1 МУ, = А, ЖҮ, = (В, х ) 是 同类 型 的 代数 系统 ,/: А>В,Н. Ух, уе 
АЖ / (ху) = (а) * f(y), 则 称 / у, У, 的 同 态 映 射 ,简称 同 态 . 

根据 同 态 映 射 的 性 质 可 以 将 同 态 分 为 单 同 态 、 满 同 态 和 同 构 . Вр / 如 果 是 单 射 , 则 称 为 
单 同 态 . 如 果 是 满 射 , 则 称 为 满 同 态 ,这 时 称 У д Vi 的 同 态 像 , 记 作 У, У, ;如果 是 双 射 ， 
则 称 为 同 构 , 也 称 代数 系统 Vi 同 构 于 V;, 记 作 У, 2У,. 

如 果 同 态 映射 /是 V 到 V 的 , 则 称 f 为 自 同 态 .类 似 地 可 以 定义 单 自 同 态 、 满 自 同 态 
和 自 同 构 . 

И ГУ = (А, °) 9] У, = (В, х ) 的 同 态 映 射 ,那么 /具有 许多 良好 的 性 质 . 首先 ,如 
果 。 运 算 具 有 交换 律 结合 律 、 罕 等 律 等 ,那么 在 同 态 像 / (V1 ) 中 ，*x 运算 也 具有 相同 的 
算 律 (注意 : 消去 律 可 能 有 例外 ). 此 外 , 同 态 映 射 恰好 把 Vi 的 单位 元 e 映 到 Vs 的 单位 元 
ез, ВШ Fei) 一 e:. 同样 对 于 零 元 和 可 逆 元 也 有 Г (0, ) 0. 021) = С)". 

上 述 关于 同 态 映 射 的 定义 可 以 推广 到 具有 有 限 多 个 运算 的 代数 系统 . 例如 ,对 于 具有 两 
个 二 元 运算 的 代数 系统 =‹А,-,,°ЖУ, = (В, 1, 2), 7. АВ. 如 果 VzyyEA 有 
ее) = Гр) x1f(y) 和 f(zesy) 二 f(x)xsf(y), 那 么 f 是 Vi 到 V 的 同 态 映射 . 

例 5.3.1 (1) 设 代数 系统 Vi 二 (2Z ,十 ) ,Vi 二 (2Z, ,四 ) ,其 中 2Z 为 整数 集合 ,十 为 普通 
ЛИ. 2, ={0,1,---,п—1},@ ЖИ п 加. 令 

1:2—7,, f(x) = (х) тоа п, 
那么 f 是 Vi 到 V; 的 满 同 态 .显然 /是 满 射 , 且 Vz,yEZ 有 
Г + у) = (х + у)то4 п = (х)то4 п Ф (y)modn= f(x) © / (у). 

(2) ШУ, =‹В, РУ, = (8°, >), НВ 和 R" 分 别 为 实数 集 与 非 零 实数 集 ,十 和 。 分 

别 表示 普通 加 法 与 乘法 . 令 
У: В = В*, уб) = е, 
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则 了 是 Vi 到 V 的 单 同 态 , 易 见 уж, Н Ут. ЕВ 
Го Бу) = е =e + е = f(x). Р (у). 
(3) 设 V 一 4Z ,十 ), 其 中 Z 为 整数 集合 ,十 为 普通 加 法 . VaEZ 令 
Т.: 2= 2”, ү. Ск) = ат» 
那么 Г. 是 V 的 自 同 态 .因为 Vz,y€E2Z ,有 
fo (фу) =а (х+у) =artay = ],(х) + ў, (у). 

Мао ву, Ж 7 УЖ; Ча= 1 时 , 称 万 为 自 同 构 ; 除 此 之 外 其 他 的 f, 都 是 单 自 
同 态 . 

例 5.3.2 ШУ=(7,.Ф), Ни 2,={0,1,--*,п— 1}, Ф ЖЖ п 加 .证 明 恰 含 有 个 V 
的 自 同 态 . 

证 明 ” 先 证 存在 着 nn 个 V 的 自 同 态 . 令 

fo: 7, —=7,, folx) = (pr)modn, p=0,1,%,n—1, 
则 fs 是 V 的 自 同 态 . 因为 Yz,yEZ., 有 
Г. Ф у) = (р (= Ф у)) той» = (pr)modn® (py)modn= /,(2) Ф /,(у). 

由 于 pp 有 n 种 取 值 ,不 同 的 р МЕ Г ЖИВ Г, ,所 以 存在 n ТУ 的 自 同 态 . 

下 面 证 明 任何 V 的 自 同 态 都 是 上 述 个 自 同 态 中 的 一 个 , 设 /是 V 的 自 同 态 , 且 /GD) 一 
iyi€E {0,… sn 一 1) ,下 面 证 明 VzEZ, 有 

Се) = аж) тоа п. 
显然 О) == (7 • Г) тоа и. 
假设 对 一 切 zx€E {1,2,…,n 一 2} 有 7С) = (Ее) той п 成 立 . 那么 
гар =Га Фр = Га ® га» = (ж)тоа и Ф: 
= (іт +) тол = (i (х-+1))то4 я, 
МиУстеЕ {1,2,-**,п— 1} Ге) = Ее тоа п. 最 后 有 
1 (0) =((#—-0 ФП = 7 (п 1) © 0) 
= (1 (п—1))тоа п Фр 


= (іт ) то4 п = 0 


= (1 • 0) тоа л. 
Я 5 


1. 列 出 以 下 运算 的 运算 表 : 
(1) д [1,25] УзА, вх 的 倒数 , 即 *z 一 上 


(2) А={1,2,3,4}, Ух, уЕА,  х° у= тах {х,у}, тах (х,у) 是 zx Жу 之 中 较 大 
的 数 . 
2. 设 代 数 系统 (A, * ) ,其 中 А={а,б,с}, * 是 A 上 的 代数 运算 .对 于 表 (1),(2),(3) 所 确 
定 的 运算 , 试 分 别 讨论 它们 的 交换 性 ,等 知性 以 及 在 A 中 关于 * 是 否 有 么 元 . ШЕВА 
元 ,那么 A 中 的 每 个 元 素 是 否 有 逆 元 . 


表 (1) = (2) 表 (3) 

* а b c 关 а СД с * а b с 
а а b Е а а СД с а b b с 
[4 b a с b a СД с ГД b b с 
И с с с с а c Га Є с 6 b 


.考查 代数 系统 A 一 (N,X) 和 B= 二 ({0,1},X), 其 中 NN 是 自然 数 集合 , X 是 一 般 乘法 . 给 
1 ,如 果 n= 二 2*， es А т 
定 函 数 f: N 00,1). Гар = 0 ,其 他 情况 (2220). 试 证 明 /是 从 A 到 B 的 同 态 . 
. 设 集合 A 二 {1,2,… ,10), 问 下 面 定义 的 二 元 运算 * 关于 集合 A 是 否 封闭 . 
(1) хху=штах{т, у}; 
(2) zxy 一 min{zyy}; 
(3) хх у=вса(т,у); (х 与 y 的 最 大 公约 数 ) 
(4) хх у=ет(ж,у). (х Бу 的 最 小 公 倍数 ) 
. 判断 下 列 集合 对 所 给 的 二 元 运算 是 否 封闭 : 
(1) 整数 集合 Z 和 普通 的 减法 运算 ; 
(2) 非 零 整数 集合 Z” 和 普通 的 除法 运算 ; 
(3) 正 实 数 集合 R+ 和 *。 运算 ,其 中 。 运算 定义 如 下 : 
Уа,6 Е А, аб = а —а-6; 
(4) пЕ 7 ,nZ 二 {nz|zE2Z}),nZ 关 于 普通 的 加 法 和 乘法 运算 ; 
(5) $={22—1|жЕ2*} 关于 普通 的 加 法 和 乘法 运算 ; 
(6) 5= (0.1).5 关于 普通 的 加 法 和 乘法 运算 . 
. 下 面 几 个 集合 都 是 N 的 子 集 , 它 们 能 和 否 构成 代数 系统 V 一 (N ,十 ) 的 子 代数 : 
(1) {zlzEN 且 z 的 某 次 寡 可 以 被 16 整除 ); 
(2) {«|хЕМН х 2 30 ЮТ); 
(3) {fzlzEN 且 z 是 30 的 倍数 }. 
. 设 V 二 (Z ,十 ,。), 其 中 十 和 。 分 别 代 表 普 通 加 法 和 乘法 ,对 下 面 给 定 的 每 个 集合 ,判定 
它 是 否 构成 V 的 子 代 数 ,为 什么 ? 
(1) $: ={2п|пЕ 2} ; 
(2) $, ={21-1|1Е 7}; 
(3) 5:={—1,0,1}. 
. ВУ, ((1,2,3),°,1), ху ЖЖ л 和 y 之 中 较 大 的 数 . У. = (05,6), * ,6), 其 
фаху 表示 取 z 和 yy 之 中 较 小 的 数 . 求 出 Vi 和 Vs 的 所 有 的 子 代数 ,并 指出 哪些 是 平 
凡 子 代数 ? 哪些 是 真子 代数 ? 


格 与 布尔 代数 


格 论 大 约 形成 于 1935 年 ,是 戴 德 金 (Dedekind) 在 研究 交换 环 及 理想 时 引入 的 概念 , 格 
论 是 代数 学 的 一 个 分 支 ,而 且 它 在 近代 解析 几何 及 偏 序 空间 等 方面 都 有 着 重要 的 应 用 . 布尔 
代数 是 以 19 世纪 中 叶 英 国 数学 家 布尔 (G. Boole) 的 名 字 命 名 . 它 在 研究 命题 演算 、 开 关 理 
论 中 有 着 重要 的 应 用 . 布尔 代数 是 一 种 特殊 的 代数 系统 ,许多 代数 系统 都 与 之 同 构 . 本 章 主 
要 介绍 格 的 两 种 等 价 定义 ,再 介绍 两 种 特殊 的 格 一 一 分 配 格 和 有 补 格 , 在 此 基础 上 给 出 有 补 
分 配 格 一 一 布尔 代数 . 


6.1 格 的 定义 与 性 质 


格 与 布尔 代数 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,它们 在 逻辑 电路 设计 、 软 件 形式 方法 、 
数据 仓库 等 各 方面 都 有 重要 的 应 用 . 下 面 先 给 出 格 的 定义 和 基本 性 质 . 

首先 说 明 ,本 章 出 现 的 Л 和 V 的 符号 不 再 代表 逮 辑 上 的 合 取 与 析 取 ,而 是 格 中 的 运 
算 符 , 涉 及 合 取 与 析 取 ,我 们 将 加 以 说 明 . 下 面 从 偏 序 集 的 角度 给 出 格 的 定义 . 

ЖХ 6.1.1 设 (S, 三 ) 是 偏 序 集 ,如 果 Vzx,y€ES,{z,y} 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 , 则 
称 S 关于 偏 序 三 作成 一 个 格 . 

最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 唯一 存在 . х Му 的 最 小 上 界 与 最 大 下 界 分 别 用 z Vy 和 
工人 y 表示. 

例 6.1.1 设 )， 是 正 整数 ,S, ЯП 的 正 因子 的 集合 . DD 为 整除 关系 ,判断 偏 序 集 
(Ss ,D),《Ss ,D) 及 (Sso,D) 是 否 构成 格 . 

解 Уз. уЕ5,(и=8,6,30), х У у=1ет (х.у), Ё х Бу 的 最 小 公 售 数 . x 人 y= 
gcd(x,y), 即 xz 与 y 的 最 大 公约 数 . 哈 斯 图 见 图 6.1.1. 显然 (Ss,D),(Ss,D) 和 (Sso,D) 均 
构成 格 . 

例 6.1.2 判断 下 列 偏 序 集 是 否 构成 格 ,并 说 明理 由 . 

(1) 《P(B), 己 ) ,其 中 РВВ ВИЖ. 

(2) (Z ,三 ) ,其 中 2Z 是 整数 集 ,三 为 小 于 或 等 于 关系 . 

(3) 偏 序 集 的 喻 斯 图 分 别 在 图 6. 1. 2 给 出 . 

解 (1) (P(B), 己 ) 是 格 . Vz,yEP(B),zVy=zUy:zAy=zny 由 于 U 和 上 门 运 
算 在 P(B) 上 是 封闭 的 ,所 以 хОу,хПуЕР (В). Ж (Р (В), >> В МЕ. 

(2) (Z ,三 ) 是 格 . Vz,yEZ ,rxVy 一 max{z,y) ,YAy 一 min{x,y) ,它们 都 是 整数 . 


6.1 格 的 定义 与 性 质 


Ф 
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(5.0) (5,0) (800) 
图 6.1.1 
У а 
е 
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(Ы) (9) 
图 6.1.2 


(3) 都 不 是 格 . (a) 中 的 {a,6} 没 有 最 大 下 界 . (b) М {6,4} 有 两 个 上 界 c 和 e, 但 没 
有 最 小 上 界 . (ce) 中 的 {5,c} 有 三 个 上 界 de 和 三 ,但 没有 最 小 上 界 . (а) 中 的 {a,g} 没有 
最 大 下 界 . 
根据 偏 序 集 的 性 质 不 难 证 明 格 的 重要 性 质 , 即 格 的 对 偶 原 
定义 6.1.2 设 /是 含有 格 中 的 元 素 以 及 符号 二 ， Баит 和 A 的 命题 . 令 /* 是 将 
/中 的 三, 三,V ,人 分 别 替 换 成 三 ,三 ,人 ,V 所 得 的 命题 , 称 广 为 太 的 对 偶 命 题 . 
例 6.1.3 ЛЕМ ГЕ (аЛЬ Усс. 广 是 
(a Vb) Лес. 
定理 6.1.1( 格 的 对 偶 原理 ) 设 f 是 含有 格 中 的 元 素 及 符号 二 ,三 ,三 ,V ,人 的 命题 . 
若 f 对 一 切 格 为 真 , 则 Г 的 对 偶 命 题 /“ 也 对 一 切 格 为 真 . 
例 6.1.4 若 对 一 切 格 L 都 有 
Уа,6 EL, алЬ<а, 
那么 对 一 切 格 工 都 有 
Уа.6Б ЕТ, aVb>a. 
许多 格 的 性 质 都 是 互 为 对 偶 命题 的 .有 了 格 的 对 偶 原 理 , 在 证 明 格 的 性 质 时 ,只 需 证 明 
其 中 的 一 个 命题 就 可 以 了 . 
定理 6.1.2 设 (L, 三 ) 是 格 , 则 运算 V 和 Л 适合 交换 律 、 结 合 律 、 寡 等 律 和 吸收 律 Вр 
(1) Va,bEL 有 


(2) Va,b,cEL 有 
(aVb)Ve=aV (ЬУ с). (аЛЬ) Лс=ал ФЛ с). 
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(3) Має 有 
а Уа=а; а Ла =а. 
(4) Va,bEL 有 
aV а ЛЬ =а. ал (аУЬ) =а. 

证 明 (1)aV6b 和 6bVa 259] (а. Б) МЫЛЕЯМ {6,а} 的 最 小 上 界 . 由 于 
{а,6} = {6,а} ТЫ аМь=6\а. 

由 对 偶 原 理 ,a 人 0 一 2Aa 得 证 . 

(2) 由 最 小 上 界 的 定义 有 


(ау Б) Ус>а\Уь>а, (6.1.1) 
(ам Б) Ус>аУь>ь, (6.1.2) 
(а У 6) Ус > с. (6.1.3) 
由 式 (6. 1. 2) #15 (6. 1.3) 有 
(а У Ус>ЬУ с. (6.1.4) 


由 式 (6. 1. 1) #15 (6. 1.428 
ам Б) Мс2а м ФУ с). 
同 理 可 证 
(aeVb)Vc 和 ayvV(CVc). 
根据 偏 序 关 系 的 反对 称 性 有 
(аМ Б) Ус=а\У (bV с). 
НЕЛЕЕ, (аЛЬ) Лс=ал (6 Лс) 显然 成 立 . 
(3) 显然 aaV a. 又 由 а<а 可 得 a V aa., 根 据 反 对 称 性 有 
a У а = а. 
由 对 偶 原理 ,a Ла=а 得 证 . 
(4) 显然 
aV (a ЛЬ 2а. (6.1.5) 
又 由 а<а.а Ль<а 可 得 
ам (аЛ) <а. (6.1.6) 
由 式 (6. 1. 5) #15 Сб. 1.6) ,结合 偏 序 关系 的 反对 称 性 可 得 
а У а ЛЬ = а. 
根据 对 偶 原理 ,a A (a V 5) 二 a. 
由 定理 6.1.2 可 知 , 格 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 (L, 人 ,V ), 其 中 运算 人 和 VV 
分 别 满足 交换 律 .结合 律 . 客 等 律 和 吸收 律 .那么 能 不 能 像 群 一 样 , 通 过 规定 运算 及 其 基本 性 
质 来 给 出 格 的 定义 呢 ? 下 面 从 代数 系统 角度 给 出 格 的 定义 . 
定理 6.1.3 设 (S,* ,。) 是 具有 二 元 运算 的 代数 系统 , 且 对 于 * 和 。 运 算 适 合 交 换 
律 、 结 合 律 吸收 律 , 则 可 以 适当 定义 S 中 的 偏 序 <, 843 ‹5.<) 构成 一 个 格 , 且 Ya,oES 
有 aAb=ax*b,aVb=aeb. 
证 明 (1) 先 证 在 S х 和 。 运算 都 适合 寡 等 律 . 
VaE€5S, 由 吸收 律 得 


аха =а* (а ° (аха)) =а. 


6.1 格 的 定义 与 性 质 Ф 


同 理 有 
а а = а. 
(2) 在 S 上 定义 二 元 关系 R,Va,bES 有 
(a.b) Е Кеа b= Ь. 
ТЕН К $ 上 的 偏 序 . 
ЖЕНУ, Має 5 都 有 a*a 一 a, 即 (aa)ER. 所 以 及 在 S 上 是 自 反 的 . 
Уа,6Е 5, (а,Ь) ЄК Н.а) ЄК, РЕ а=6. 
由 偏 序 关系 的 定义 
(а. Е В ба °Ь =, 
(6,а) Е К 9 а = а. 
由 "运算 适合 交换 律 ,从 而 有 а 0. 这 就 证 明了 尺 在 S 上 是 反对 称 的 . 
\а,6,сЕ 5, (а, >) ЕК Н (b,c)ER,T 下 证 (a,c) ЄК. 
由 偏 序 关系 的 定义 
(a,b) Е К Фа °Ь = Ь, 
(b,c Е В 9 с = с. 
则 
а°с=а° (b° с). 
由 已 知 * 运 算 满足 结合 律 , 故 有 а° (6°с) = (а°Б) с =6°с=с, В а°с=с. 5 В (а.с) Є 
К. 这 就 证 明了 R 在 S 上 是 传递 的 . 
综 上 所 述 , R 为 S 上 的 偏 序 关系 ,以 下 把 关系 R 记 作 二. 
(3) 证 明 (S, 三 ) 构 成 格 . 
Va,bES 有 


a°*(a°b)=(a°a).b=aeb, 
Ь° (а ° 6) =а° (Ь° Б) 一 G。0. 
于 是 有 a < а МЬ<а°6. М а° 3 (а,Ь) Е. 
假设 c (а, Б) Е Е Д а°с=с ЖБ с=с, МИН 
(а ° Б) °с=а° (6 °с) =а°с = с, 
因此 aeb<c, 所 以 aeb 3 (а,Ь Е. На V 6 二 aeb. 
下 面 证 明 a х 0 是 {a,6) 的 最 大 下 界 . 首先 证 
a°b= 5а*Ь = а. (6. 1..7) 
由 а°6=6 1 
ах =а * (а° 6) = а. 
МЕН а*6=а 知 
а° = (а * В °Ь=0° ($ * а) = 6. 
故 式 (6. 1.7) 得 证 . 
由 式 (6. 1.7) аа * b==a. 
Уа,6Е 5, 
(а*б) ха=а* (а*бв) = (аха) *6 =а*6, 


(axb)*b=ax (6х6) =а*6. 
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这 推出 ax* 6<аа * bs0. 因 此 ax0 是 {fa:0} 的 下 界 . 
假设 c 是 {a,5} 的 任 一 个 下 界 , 则 有 а х с=с. р х с=с. МІЙ 
(axb)xc—=ax(bxc)=axc=e. 
由 此 可 证 a * 6 是 {a,6) 的 最 大 下 界 . 即 a Л 6=а*ё. 
根据 定理 6. 1. 3, 可 以 给 出 格 的 另 一 个 等 价 定义 . 
定义 6.1.3 设 (S,* ,。) 是 代数 系统 , * 和 "满足 交 换 律 、 结 合 律 .吸收 律 , 则 (S,* ,。) 
构成 一 个 格 . 
注意 到 格 中 运算 满足 四 条 算 律 . 但 宪 等 律 可 以 由 吸收 律 推出 ( 见 定理 6.1.3 证明 (1))， 
所 以 上 述 定义 中 只 需 满足 三 条 算 律 即 可 . 
以 后 我 们 不 再 区 别 是 偏 序 集 定 义 的 格 ,还 是 代数 系统 定义 的 格 ,而 统称 为 格 L. 下 面 继 
续 考 虑 格 的 性 质 . 
定理 6.1.4 设 工 是 格 , 则 Ya,bEL 有 
a<bSa Mb=aSaVb=b. 
证 明 先 证 а<реа ЛЬ=Ь. 
Н а<а Жа<Ь па 是 (а.6) ЕЯ, ааль. ВУ а Ль<а. 根据 偏 序 关 
系 的 反对 称 性 得 a Ab 二 a. 
再 证 人 0 一 aaV0 一 5. 根据 吸收 律 有 
b=bV Ф Ла). 
т аЛр=а 得 6 二 bVa, 即 аЬ. 
最 后 证 aVb 一 b>a<<b. 由 а<а \6 49 
a<aVb=b. 
定理 6.1.5 РЖ, Уа,6.с.АЕТ., + а Н с<а,№М 
ал с<6 Ла, ам с<6Ь үа. 
证 明 аЛс<а<р,а Леса. № аЛс<Ь Ла. 
同 理 可 证 а У << \ а. 
$1 6.1.5 Г 是 格 ,证 明 Va,b,cEL 有 
ам (6 Лс) < (а \Ь) Л (а У с). 
证 明 | а<а,6 Лс 49 
ам Ф Ло =< а \ 6. 
由 а<а,6 Л с<с 得 
а \ Ф Ло <а \ с. 
从 而 得 到 
а \ (6 Лс) < (а МБ) Л (а У с). 
例 6. 1.5 说 明 在 格 中 分 配 不 等 式 成 立 . 一 般 地 , 格 中 的 V 和 Л 运算 并 不 是 互相 满足 
分 配 律 的 . 
下 面 考虑 格 的 子 代数 . 
定义 6.1.4 设 (L, 人 ,V) 是 格 , УГ 的 非 空子 集 , 若 S 关于 工 中 的 运算 A 和 V 
仍 构成 格 , 则 称 $ 是 工 的 子 格 . 
注 (1) 如 果 (S. 三 ) 是 格 , 那 么 5 的 非 空子 集 未 必 是 格 . 


6.2 分 配 格 与 有 补 格 


(2) 如 果 (S, 三 ) 是 格 , 即 便 5 的 非 空 子 集 是 格 ,也 未 必 是 S 的 子 格 . 

例 6.1.6 ИГ р 6.1.3 所 示 . 令 Si 二 {a,e,f,g} 和 Ss 二 {a,b,e,g},; 则 Si 不 是 L 
的 子 格 ，S* 是 工 的 子 格 .因为 对 e 和 ff, 有 eAf=c. 但 c&S. 

例 6.1.7 设 Ss 表示 30 的 正 整 数 因子 构成 的 集合 ,D 表示 整除 关系 ,其 哈 斯 图 如 
图 6.1.4 所 示 . 考虑 其 子 集 {30,2,3,1} ,因为 {2,3) 在 (Sso,D) 中 的 上 确 界 为 6, 而 不 是 
30. 所 以 ({30,2,3,1) ,DD) 虽 是 一 个 格 , 但 不 是 (Sso,D) 的 子 格 . 而 $, ШТ {1,2,5,10}, 
{2,5} 的 上 确 界 与 在 (Sso,D) 中 的 上 确 界 完全 相同 . 故 ({1,2,5,10},D) 是 (Sso,D) 的 子 格 . 


图 6.1.3 图 6.1.4 


6.2 分 配 格 与 有 补 格 


前 面 讨论 了 在 任意 一 个 格 中 ,都 有 格 分 配 不 等 式 成 立 , 见 例 6. 1. 5. 特别 地 ,如果 Va,p， 
cEL 有 
а (6 Лс) = (аУ Б) Л (а У с), 
则 该 格 是 一 种 特殊 的 格 一 一 分 配 格 . 下 面 给 出 分 配 格 定义 . 
定义 6.2.1 设 (L, 人 ,V) 是 格 ,车 Ya,b,cEL, 有 
а Л (6 Ус) = (а ЛЬ) У (а Лс). 
ам (6 Ле) = (а \Ь) Л (а У с) 
成 立 , 则 称 工 为 分 配 格 . 
不 难 证 明 ,以 上 两 个 等 式 中 只 要 成 立 一 个 , 另 一 个 也 一 定 成 立 . 
例 6.2.1 参见 图 6. 2. 1. 


с 


а 
p Ь еь ай 
с 
а а а 
ГА 1, 1, 1, 
图 6.2.1 


Іл Ч Г, 是 分 配 格 , L; 和 工 ,不 是 分 配 格 . 在 Ls 中 ,有 
bA(cVd)=bAe=%b, 
(bAc)V(bAd)=aVa=a. 

而 在 L 中 ,有 
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сМ (6 Ла) = сма = с. 
(СУБ) Л (суа) =елЛа = а. 
#1. 为 钻石 格 ， 工 ,为 五 角 格 . 
按照 分 配 格 定义 判断 一 个 格 是 否 为 分 配 格 ,非常 复杂 ,为 了 给 出 更 为 简单 的 判断 方法 ， 
下 面 给 出 格 同 态 定义 . 同 态 是 代数 系统 的 重要 性 质 ,对 于 格 也 是 如 此 . 
定义 6.2.2 М #1. Я, То: Li 一 Ls,V а,Ь EL, 有 
ф(а ЛЬ) 一 PCa) Л ФСФ), 
Фа М В = фа) У ФФ, 
则 称 Ф АИ 1..3 L: 的 同 态 映 射 ,简称 格 同 态 . 
若 ф ЯМ 11 工 :的 同 态 映 射 且 ф 是 双 射 , 称 gp 是 同 构 映 射 ,简称 格 同 构 . 
例 6.2.2 #1, = (2п|пЄ2+ },1,= {2п+11„ЄМ }), 则 工 和 工 ,关于 数 的 小 于 或 等 于 
关系 构成 格 . 令 
ф: Іл = 1, ф(х) = 2—1, 
容易 验证 是 工 ;到 工 :的 同 态 映射 . 
事实 上 Vz,yELi, 有 
ф(х М у) = 一 VCmax(zyy}) 一 max{(zyy} 一 1， 


ф(х) М ф(у) = (х— 1) М (у —– 1) = max(z 一 1,y 一 1) = шах{х, у} — 1. 
因此 有 

ф(х М у) = ф(х) М Ф(у). 

Ф(т Л у) = ф(тіпіх,у)) = тіп(х.у) — 1. 


ф(ж) Л ф(у) = (2—1) Л (у 1) = min(tz 一 1,y 一 1) = шм(х, у} — 1. 


因此 有 {а,Ь,с} 
ф(х Л у) = ф(х) Л Фу). 
综 上 ,p 是 同 态 映 射 а 


#1 6.2.3 ЖА ((а,6,с},<),В=(Р(а,ь, ь 
c)) ,三 ) ,其 哈 斯 图 如 图 6. 2.2 所 示 
证 明 构造 函数 f; (а,6.с}>Р({а,6,с}), 
б) = {y|y zx}. 
因为 f(x1 Azxs)=f(min (ау 2: )) = (у|у< 
тіп {21.22} ) 
= {у| уз, } П {у| ух, } = f(x) ПЛС»), 
Гал М 1») = (тах (ау 22 )) = {у| у<тах (х ,x2}} 
= (у|у<а} Ц {у[у<х, } = f(x) О fz;). 
所 以 是 A 到 B 的 一 个 格 同 态 . 
例 6.2.4 具有 3 个 元 的 格 只 能 同 构 于 三 个 元 素 的 链 , 如 图 6. 2. 3 所 示 . 
例 6.2.5 具有 4 个 元 的 格 只 能 同 构 于 图 6. 2. 4 中 的 两 种 情况 . 
换 句 话说 ,四 个 元 素 的 格 只 有 这 两 种 哈 斯 图 结构 ,其 他 的 结构 不 是 格 . 
例 6.2.6 具有 5 个 元 的 格 只 能 同 构 于 图 6. 2. 5 中 五 种 情形 之 一 的 结构 . 


6.2 分 配 格 与 有 补 格 令 


2.3 图 6.2.4 


图 6.2.5 


关于 格 同 态 有 下 列 性 质 . 
定理 6.2.1( 保 序 性 ) 设 是 格 工 :到 格 志 的 映射 . 
(1) 若 ? 是 格 同 态 映 射 , 则 是 保 序 映射 , 即 Y ху Li ,有 
х < у>ф(т) < Ф(у); 
(2) 若 9 是 双 射 , 则 p 是 格 同 构 映 射 , 当 上 且 仅 当 Yz,yELi ,有 
х< убф(х) < ф(у). 
证 明 (1) 对 任意 zx,y€ELi, 设 x 三 y, 由 定理 6.1.4 知 zVy 二 y, 由 于 9 是 格 同 态 映 射 ， 
于 是 有 
9(y) = ф(х М у) = ф(х) М PC)， 
因此 ф(х) <ф(у). 
(2) 充分 性 ”只 需 证 明 Е 1. 1, ЙА) АУ пу. 
ЕЖ x,y € 14,3 х М y 一 zx, 由 z 魏 z,y 委 z М 
ф(х) < $(=), Ф(у) < ф(х), 
从 而 p(z) Уф) = ф(х М у). 
另 一 方面 ,由 g(x)V (у) Е L 和 9 是 满 射 知 , 必 存 在 v € 1 
Ф(о) = ф(х) М Ф(у). 
因此 有 
ф(х) < ф(0), Фф(у) < ф(о). 
由 条 件 得 < М у<ъо, МІ 
х М у<ъ 
再 应 用 已 知 条件 , 有 
ф(х М у) < ф(о) = ф(х) \ (У). 
综 上 有 фо Му) = ф(х) М ФС. 
同 理 可 证 ФС Л у) = ф(х) Ap(y). 
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故 p 是 工 ; 到 工 :的 同 态 映 射 . 
必要 性 由 (1) 有 
ху > ф(х) < ф(у). 
反之 ,车 ф(1)<ф(у). НЯ ф 是 同 构 映射 , 则 
ф(х М у) = ф(х) М gy) = Ф(у). 
由 于 p 是 双 射 , 必 有 z У у= у, РА zx 委 y. 
注 ”定理 6.2.1 中 的 (1) 告 诉 我 们 , 格 同 态 是 保 序 的 ,但 定理 6. 2. 1 的 逆 命题 不 一 定 成 
a 立 . 如 下 例 所 述 . 
例 6.2.7 设 (S, 三 ) 是 一 个 格 , 其 中 S={a,b,c,d,e), 如 图 6. 2.6 
а М. 
РОЖЕ, ШХ‹Р( 5), С) 0 —– 1, М 
[: $—Р($) ,对 任 一 zES, 定 义 
图 Убх) = (у|уЄ 5,у< 2}, 
即 有 
Ка) = 5, ЈО) = {be}, Г(с) = {с,е}, Cd) = 44,е}, fle) = (е). 
显然 , 当 z,yES Н х<у 时 ,有 (Су) РТА Г ЛЕНЕ ЙО. 1838, Р ЧЕ $, 
们 有 
bVd=a, Уа = oa)=S， 
但 是 FCO) Ц уа) = {6,4 ,е} ,从 而 有 
РЫМ а 和 Р) Ц у). 
ЖУ 6.2.3 І.І. ТАЕ Li XL 上 的 二 元 运算 门 ,U , 即 VY (ai,6)， 
(az,bz)EL1XL:, 有 
(а, 56) П (а .6,) = (а 人 as 页 人 加 )， а.) О (а, .6,) = (а, Маз. М 0,). 
К. XLz, 门 ,UU ) 为 格 Li 和 工 ,的 直 积 . 
定理 6.2.2 定义 6.2. 3 中 定义 的 直 积 (Li ХІ... Оу. 
证 明 VYV 《a,b1),(as ,bz),(as,b3)EL1XLz, 对 于 П 运算 有 
(а,Ь) (П (а, ,62) =(а Лаз, Л Ь,) 
= (а: 人 ap Л в) = (аг ,bs) Г (а, 61). 
即 门 运算 满足 交换 律 . 
((а 61) (П (Cas.62)) П (a3.b3) = (а 人 ao Л 6) (П (Cas,b3) 
= ((а Лаз) Лаз. (в ЛЬ) ЛЬ) = (а Ла, Лаз. ЛЬ Л 03) 
= (а Л (а Лаз). Л (& Л 6: >) = (а .,) П (аг Л аз, Л 0з) 
= (а, ) П (а, ,6,) П (аз ,6:)), 
即 门 运算 满足 结合 
同 理 可 证 U 也 满足 交换 律 和 结合 律 . 
х 
(ap П Са 61) Ц (аг .6)) = (а 6.) П (а М az sb V 6) 
= (а, Л (а, Маз). Л Ф V b2)) = (а,Ь). 
同 理 有 


6.2 分 配 格 与 有 补 格 © 
(aiy5) U (а, .6) П (а .6)) = (ав). 


即 证 明了 П.О 运算 满足 吸收 律 . 因此 由 格 定义 代数 系统 (Li XL;, 门 ,U ) 是 格 . 
定理 6.2.3 设 工 和 LL, 是 格 , 则 工 与 (LiXL,, 门 ,U) 的 一 个 子 格 同 构 . 
ЧЕН 设 b 是 Ls 中 一 个 固定 元 , 令 S$ 一 {(a,b)la€EL1),S; 显 然 是 子 格 . 
定义 p: Li 一 Si,VaELi,yp(a) 一 (a,0). 易 见 yp 是 Li 到 5; 的 一 一 对 应 . 又 Ма, ,а Є 
Li, 有 
Ф(а М аз) = (а М а,Ь) = (a1,b) Ц (a2 ,6b) 一 pa) Ц Фаз), 
ф(а 人 as) 一 (al Mas.b) = (а, ,6) Г (а: ,6b) = фа) П Фаз), 
所 以 , (Li,A,V) 衬 (5S,, 门 ,U). 
下 面 给 出 一 个 格 是 分 配 格 的 充分 必要 条 件 . 
定理 6.2.4 设 工 是 格 , 则 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 工 中 不 含有 与 钻石 格 或 五 角 格 同 构 的 
子 格 . 
由 于 该 定理 的 证 明 比 较 烦 琐 , 故 略 去 ,读者 只 要 掌握 它 的 应 用 就 行 了 . 
推论 (1) 小 于 五 元 的 格 都 是 分 配 格 . 
(2) 任何 一 条 链 都 是 分 配 格 . 
例 6.2.8 说 明 图 6.2.7 中 的 格 是 否 为 分 配 格 ,为 什么 ? 


Ў Ч 
У Ц 

а е 

е 
с е 

b d b с 
а а а 
А 1, 8 

图 6.2.7 


М 1..1 Т. К НОА. 209 {a,b,c,d,e} 是 二 ;的 子 格 , 并 且 同 构 于 钻石 格 ， 
{а,б,с,е,/} 是 L; 的 子 格 ,并 且 同 构 于 五 角 格 . {a,c,b,e,f} 是 工 ; 的 子 格 , 也 同 构 于 钻 
石 格 . 

下 面 考虑 另 一 种 特殊 的 格 一 一 有 补 格 . 先 引入 有 界 格 的 概念 . 

定义 6.2.4 设 工 是 格 , 若 存在 cEL 使 得 УхЄІ Ча<х, Ма 为 工 的 全 下 界 . 若 
存在 БЕТ. 使 得 YzEL ж хь. ЬІ 的 全 上 界 . 

Е 格 工 若 存在 全 下 界 或 全 上 界 , 则 全 下 界 或 全 上 界 一 定 是 唯一 的 . 

假若 ca 和 az 都 是 格 工 的 全 下 界 , 则 有 а а. 和 а, <а,. 根据 偏 序 关系 和 的 反对 称 
性 , 必 有 а, 一 az. 故 全 下 界 唯一 . 同 理 可 证 全 上 界 唯一 . 

由 于 全 下 界 和 全 上 界 的 唯一 性 ,一 般 将 格 Г 的 全 下 界 记 为 0, 全 上 界 记 为 1. 

ЖХ 6.2.5 БЕГІМ. 存在 全 下 界 和 全 上 界 ,. 则 称 工 为 有 界 格 ,并 将 工 记 为 
«Г. Л,\,0,1>. 

Е 有 限 格 工 一 定 是 有 界 格 . 

В жп 56. НГ= {а аз," а}. ЗА а 人 as 人 … Aa, 就 是 上 L 的 全 下 界 ,而 
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а, Ма. М --- Ма, Е Г. 的 全 上 界 . 因 此 工 是 有 界 格 . 

对 于 无 限 格 L 来 说 ,有 的 是 有 界 格 ,有 的 不 是 有 界 格 . 如 集合 В ПОЗЕ А РСВ). П.О). 
不 管 B 是 有 限 集 还 是 无 限 集 , 它 都 是 有 界 格 . 它 的 全 下 界 是 空 集 坟 ,全 上 界 是 В. 而 整数 
集 Z 关 于 通常 数 的 小 于 或 等 于 关系 三 构成 的 格 不 是 有 界 格 , 因 为 不 存在 最 小 和 最 大 的 
整数 . 

不 难看 出 ,在 有 界 格 中 ,全 下 界 0 是 关于 人 运算 的 零 元 ，V 运算 的 单位 元 . 而 全 上 界 
1 是 关于 V 运算 的 零 元 ，A 运算 的 单位 元 , 即 有 如 下 定理 . 

定理 6.2.5 设 (L, 入 ,V ,0,1) 是 有 界 格 , 则 VaE€EL, 有 

ал0=0, aV0=a, аЛ1=а, а\1=1. 
证 明 留 作 练 习 , 读 者 自 证 . 

对 于 涉及 有 界 格 的 命题 ,如 果 其 中 含有 全 下 界 0 或 全 上 界 1, 在 求 该 命题 的 对 偶 命题 
时 ,必须 将 0 替换 成 1 ,而 将 1 替换 成 0. 

下 面 定义 有 界 格 中 的 补 元 和 有 补 格 . 

定义 6.2.6 设 (L, 人 ,V ,0,1) 是 有 界 格 , a€L, 若 存在 bEL 使 得 

аль=0 和 aVb=1 


成 立 , 则 称 5 是 a 的 补 元 . 

由 这 个 定义 不 难看 出 , 若 5 是 a 的 补 元 ,那么 a 也 是 4b 的 补 元 . 换 句 话说 ,a 和 4。 互 为 补 元 . 

例 6.2.9 考虑 图 6.2.1 中 的 四 个 格 . 

工 中 的 a 与 c 互 为 补 元 ,其 中 a 为 全 下 界 , c 为 全 上 界 ,6b 没有 补 元 . 

1279 а Ба 互 为 补 元 ,其 中 a 为 全 下 界 , d 为 全 上 界 , 0 与 c 也 互 为 补 元 . 

13 1 а Бе 互 为 补 元 ,其 中 a 为 全 下 界 ,e 为 全 上 界 , 6 的 补 元 是 c МА, с 的 补 元 是 
b 和 ad,d 的 补 元 是 6 和 c. 6,с.а 每 个 元 素 都 有 两 个 补 元 . 

中 的 а Бе 互 为 补 元 ,其 中 a 为 全 下 界 , e 为 全 上 界 , 0 的 补 元 是 c МА, с 的 补 元 是 
b,d 的 补 元 是 6. 

不 难 证 明 ,在 任何 有 界 格 中 ,全 下 界 0 与 全 上 界 1 总 是 互补 的 . 而 对 于 其 他 的 元 素 , 可 能 
存在 补 元 ,也 可 能 不 存在 补 元 . 如 果 存 在 补 元 ,可 能 是 唯一 的 ,也 可 能 是 多 个 补 元 .但 对 于 有 
界 分 配 格 ,如果 它 的 元 素 存在 补 元 , 则 一 定 是 唯一 的 . 

定理 6.2.6 设 (L, 人 入,V ,0,1) 是 有 界 分 配 格 , 若 a€EL, 且 对 于 a 存在 补 元 56, 则 5 是 a 
的 唯一 补 元 . 

证 明 假设 cE€L 也 是 a 的 补 元 , 则 有 аУс=1 和 aAc=0. 又 知 5 是 a 的 补 元 ,也 有 
аМь=1 和 a 人 5b 一 0, 从 而 得 到 

а Ус=а\Ь, aNc=aAMb. 
由 于 工 是 分 配 格 ,从 而 有 
b=bA(bVa)=bA(cVa)=(bAc)V (0 Ла) 
= (6 Лс) У (а Лс) = (6 Ма) Лс = (а У с) Л с = с. 

ЖХ 6.2.7 设 (L, 作 ,V ,0,1) 是 有 界 格 ,车 Має. ЖЕ 1. 中 都 有 a 的 补 元 存在 , 则 称 
L 是 有 补 格 . 

例如 图 6. 2. 1 中 的 L;,L; 和 工 ,是 有 补 格 , Li 不 是 有 补 格 ,图 6. 2. 2 中 的 并 和 工 : 是 有 
补 格 , 工 不 是 有 补 格 ,因为 6,c,d,e 都 不 存在 补 元 . 
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一 个 非 空 集合 S ЖЕ РС5), (РСЅ) ,三 ) 作 为 一 个 格 ,在 前 面 多 次 提 到 过 . 本 节 中 ,我 
们 引进 布尔 代数 ,并 证 明 : 任何 一 个 有 限 的 布尔 代数 必定 与 一 个 格 (P(S) ,三 ?所 诱导 的 代 
数 系统 同 构 . 

定义 6.3.1 如 果 一 个 格 既是 有 补 格 又 是 分 配 格 , 则 称 它 为 布尔 格 或 布尔 代数 . 

根据 定理 6. 2. 6, 在 分 配 格 中 如 果 一 个 元 素 存在 补 元 , 则 是 唯一 的 . 因此 ,在 布尔 代数 
中 ,每 个 元 素 都 存在 着 唯一 的 补 元 ,可 以 把 求 补 元 的 运算 看 做 是 布尔 代数 中 的 一 元 运算 . 从 
而 可 以 把 一 个 布尔 代数 标记 为 《B, 入 ,V , ,0 ,1) ,其 中 人,V ,0,1 和 有 界 格 一 样 ,为 求 补 
жй. УаЄВ,а 是 a 的 补 元 . 

例 6.3.1 (1) Я Suo={1,2,5,10,11,22,55,110} 是 110 的 正 因子 集合 . 令 gcd,lcm 
分 别 表 示 两 个 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 的 运算 . 则 (Suo,gcd,lcmy 构 成 布尔 代数 . 

(2) 设 B 为 任意 集合 ,可 以 证 明 В ЙЕ (РОВ, О.П. ~ ©, В АЖ КАК, 
为 集合 代数 . 

(3) 数理 逻辑 中 的 命题 代数 是 布尔 代数 . 

(4) 数字 电路 中 的 逻辑 代数 也 是 布尔 代数 . 


下 面 考 虑 布尔 代数 的 性 质 . 

定理 6.3.1 设 (B, 人 入,V, ,0,1) 是 布尔 代数 , 则 : 

(1) Va€B,(a’)’=a. (双重 否定 律 ) 
(2) Уа,6Е В, (а ЛЬ)’ =а’ Vb',(aVb) =a ЛЬ. СЕН 


证 明 (а) а 20. a Ша 的 补 元 ,由 补 元 的 唯一 性 得 (a’)' 二 a. 
现 证 明 (2) ,对 任意 a.,bEB 有 
(aAb)V (а УБ) =(аМа уь) Л (Ма Vo) 
=(1М6) Л (а М1) =1Л1=1 
(ал Б) Л (а МБ) = (а ЛЬ Ла) У (а ЛЬЛЬ) 
= (0 ЛБ) У (аЛ0) =0у0 = 0. 
所 以 а МБ а ЛЬ 的 补 元 ,根据 补 元 的 唯一 性 有 
(a AD 一 ao \Ь. 
同 理 可 证 (ae Б) =а ЛЬ. 
由 定理 6. 3. 1 知 ,命题 代数 和 集合 代数 的 双重 否定 律 与 德 摩根 律 实际 上 是 这 个 定理 的 
特例 . 可 以 证 明 德 摩根 律 对 有 限 个 元 素 也 是 正确 的 . 
布尔 代数 中 各 条 算 律 不 是 彼此 独立 的 ,下 面 的 定义 告诉 我 们 ,只 需 验 证 交换 律 、 分 配 律 、 
同一 律 和 补 元 律 就 可 以 证 明 一 个 代数 系统 是 布尔 代数 了 . 
定义 6.3.2 设 (B,*,。) 是 代数 系统 , * 和 。 是 二 元 运算 .车 * 和。 运算 满足 : 
(1) 交换 律 , 即 Va,pEB 有 
axb=bxa, a°°b=b°a; 
(2) 分 配 律 , 即 Ya,b6,cEB 有 
ах (Бес) = (а*0) ° (а*с), а° (bxc)= (a°b)* (азс); 
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(3) 同一 律 , 即 存在 0,1€B, 使 得 Va€EB 有 


а*1=а, а°0 = а; 


(4) 补 元 律 , 即 Уає B, 存 在 a EB 使 得 


/ 
аха =0, аза =1. 


则 称 (B,* ,。) 是 一 个 布尔 代数 . 


证 明 以 上 定义 中 的 同一 律 说 明 ,1 是 * 的 单位 元 ,0 是 "运算 的 单位 元 ,可 以 证 明 1 和 


0 分 别 也 是 * 和 * 运算 的 零 元 . Va€B, 有 


а°1=(а° 1) *1 


=1 * (аз 


1) 


=(а•а') * (а° 1) 


=а • (а 
Й 

=а°а 

一 1. 


同 理 可 证 ах 0 一 0. 


x*1) 


(同一 律 ) 
(交换 律 ) 
( 补 元 律 ) 
(分 配 律 ) 
(同一 律 ) 
( 补 元 律 ) 


为 证 以 上 定义 的 (B, * ,*) 是 布尔 代数 ,验证 代数 系统 (B, * ,*) 是 一 个 格 , 即 证 明 * 和 。 


运算 满足 结合 律 和 吸收 律 . 
先 证 吸收 律 , Va,oE 有 
а° (а * Б) =(а * 1) • (a * Ь) 
=а * (1° 0) 
=а * 1 
=а. 


同 理 有 ax (ab) 二 a, 吸 收 律 成 立 . 
为 证 结合 律 , 先 证 以 下 命题 : 
Уа,6,.сЕВ, аз =а°с 
事实 上 ,由 au" 一 aec Ма’ *6=а’›с 可 得 


(同一 律 ) 
(分 配 律 ) 
(] 是 。 运算 的 零 元 ) 
(同一 律 ) 


Н 4a。6=a’ cb=e. 


(aob) * (а =) = азс) * (а с). 


由 分 配 律 和 交换 律 得 
(аха)-б= (а*а’) °с. 
由 补 元 律 得 
0。D 一 0。c. 
由 同一 律 和 交换 律 得 
6 = с. 


应 用 这 个 命题 ,为 证 (a * 0) * с=а * Ф к c) ,只 需 证 明 
(1) а° (а * Б) * с) = а° (а * (b * с)), 


(2) а'° (а * b) ж с) = а'° (а * (bx 
首先 证 式 (6. 3.1). 由 吸收 律 有 


а=а° (а* (Б * c))， 


а° ((а * Б) * c) 一 (a。 


с)). 


(а * Б)) * (а°с) 


=а * (а°с) = а. 


(6.3.1) 
(6.3.2) 


(分 配 律 ) 
(吸收 律 ) 


6.3 布尔 代数 


因此 有 
а° ((а %* Б) хо =а° (а * (Ы * c)). 
再 证 式 (6. 3. 2). 

а ° (а * (bx 0c))=(a a) * (а ° Ф * c)) (分 配 律 ) 
=1 * (a’。 6 * c)) (交换 律 , 补 元 律 ) 
=а' • (b *о, (交换 律 ,同一 律 ) 

а’° (а * Ь) <c) 一 (ao ° (а * Ь)) * (а °с) (分 配 律 ) 
=((a’ а) * (а •Б)) * (a’。 с) (分 配 律 ) 
一 (1 * (ao'。5)) * (а • с) (交换 律 , 补 元 律 ) 
=(a’ • Б) * (а °с) (交换 律 , 同 一 律 ) 
=а' • (Ь * с), (分 配 律 ) 

因此 


а ° (а % 0) * с) =а • (а * (6 % с)). 
同 理 可 证 关于 。 运算 结 合 律 成 立 . 
定义 6.3.3 设 (B,A,V,， ,0,1) 是 布尔 代数 , S 是 B 的 非 空 子 集 ,车 0,1 € $,Н $ 
对 人 ,V 和 “运算 都 是 封闭 的 , 则 S ЕВ 的 子 布尔 代数 . 
例 6.3.2 考虑 110 的 正 因子 集合 Зло ЕТ gcd,lcem 运算 构成 的 布尔 代数 , 它 有 以 下 子 
布尔 代数 : 
{1,110}, 
{1,2,55,110}, 
{1,5,22,110}, 
{1,10,11,110} , 
{1,2,5,10,11,22,55,110}. 
ЖХ 6.3.4 设 (B1, 和 人,V,,0,1) 和 (Bs, 门 ,U ,一 ,0,E) 是 两 个 布尔 代数 ,这 里 Г, 
U ,一 泛 指 布尔 代数 B。 中 的 求 最 大 下 界 、 最 小 上 界 和 补 元 运算 ,9 和 分别 是 B, 的 全 下 界 
和 全 上 界 , p: В. >В, ,如果 Va,b€E Bi, 有 
pla V 0) = фа) Ц Ф®, 
gla ЛЬ) 一 Ya) П Ф). 
Ф(а') =— (а). 
则 称 о 是 布尔 代数 B1 到 B, 的 同 态 映射 ,简称 布尔 代数 同 态 . 
类 似 地 ,可 以 定义 布尔 代数 的 单 同 态 、 满 同 态 和 同 构 . 
定义 6.3.5 设 工 是 格 . 0EL.a€L. 若 YbEL 有 
0<6< а = а, 
则 称 а 是 工 中 的 原子 . 
考虑 图 6. 3. 1 中 的 几 个 格 , 其 中 1, 的 原子 是 ec,L: 的 原子 是 ec,0,c,Ls 的 原子 是 ac #16. 
车工 是正 整 数 的 全 体 正 因子 关于 整除 关系 构成 的 格 , 则 工 的 原子 恰 为 ”的 全 体 素 因子 . 
若 1. 是 集合 В П.Г 的 原子 就 是 由 В 中 元 素 构成 的 单元 集 . 
下 面 的 定理 说 明 有 限 布尔 代数 有 着 良好 的 结构 . 限于 篇 幅 , 这 里 只 给 出 相关 的 结果 ,不 
再 加 以 证 明 . 
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图 6.3.1 


定理 6. 3.2( 有 限 布尔 代数 的 表示 定理 ) 设 B 是 有 限 布尔 代数 ,A 是 B 的 全 体 原子 构 
成 的 集合 , 则 В МАРА ПКР (А). 

推论 1 任何 有 限 布 尔 代 数 的 基数 为 2 ,zEN . 

ЧЕН 设 B 是 有 限 布尔 代数 ,A 是 B 的 所 有 原子 构成 的 集合 . 且 |A| 二 n,n€EN .由 定 
理 6.3.2 得 B 袜 P(A), 而 |P(A)|=2", 故 |B|=2". 

推论 2 任何 等 势 的 有 限 布 尔 代数 都 是 同 构 的 . 

根据 这 个 定理 ,有 限 布尔 代数 的 基数 都 是 2 的 寡 , 同 时 在 同 构 的 意义 上 对 于 任何 2" (> 为 
自然 数 ) , 仅 存在 一 个 2 元 的 布尔 代数 .图 6. 3.2 给 出 了 1 元 ,2 元 ,4 元 和 8 元 的 布尔 代数 . 


ЕХ 


图 6.3.2 
习 题 6 
1. 图 6.1 给 出 了 6 个 偏 序 集 的 哈 斯 图 . 判断 其 中 哪些 是 格 . 如 果 不 是 格 ,说 明理 由 . 
1 1 
a а е 
с а е 
р я ГА с 
(а) (5) © 
5 Ғ 
4 ^ 1 e 
а е а е 6 
А Е А С ь ГД с 
(4) (е) (0 


习题 6 令 


2. 下 列 各 集合 对 于 整除 关系 都 构成 偏 序 集 ,判断 哪些 偏 序 集 是 格 . 
(1) .={1,2,3,4,5}; (2) [.={1,2,3,6,12}; 
(3) 1.= {1,2,3,4,6,9,12,18,36}; (4) 1=(1,2,2°,-..,2" |67}. 
3. 设 工 是 格 , 求 以 下 公式 的 对 偶 式 ， 
(1) ал (а\Ь)<а ; 
(2) аМ (6Лс) < (аЬ) Л (амс) ; 
(3) ЬУ (сЛа) < (6 Ус) Ла. 
4. 设 * 为 集合 S 上 可 交换 .可 结合 的 二 元 运算 . а 和 4 是 S 上 关于 * ЕЯ, Е 
Нахр 也 是 关于 * 运 算 的 寡 等 元 ， 
5. 设 工 是 格 , aocEL, 且 авс, Е: acV0 一 0Vc. 
6. 针对 图 6.2. 1 中 的 格 L, , 求 出 工 , 的 所 有 子 格 . 
7. 由 下 列 集合 Г 构成 的 偏 序 集 (L, 三 ) ,其 中 三 定义 为 : РР п, ,ns EL,m 二 ns, 当 且 仅 当 
т 是 ns 的 因子 , 问 其 中 哪儿 个 偏 序 集 是 格 ? 
(1) L={1,2,3,4,6,12}; 
(2) L={1,2,3,4,6,8,12,14}; 
(3) L={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. 
8. 设 (L, 硅 ) 为 一 格 ,其 喻 斯 图 如 图 6.2, 取 
$1 = {а,б,с,4} ,5» = {a,b,d,f},S; = {b,c,d,f}, 
问 (S ,), (5,,<), (5, ,三 ) 中 哪些 是 格 ? 哪些 是 (L ,三 ) 的 子 格 ? 
9. 证 明 在 任何 格 人工 , 和 ?中 ,对 任意 的 c,o,cE 工 ,有 
Гал) у ало 1 Л Гало У ФЛ о = аль 
成 立 ， 
10. 设 B 是 布尔 代数 ,B 中 的 表达 式 Е 
(аль У альло М ФЛ с). 
С) й: 
(2) КУМА у". 


а Ь 
с а 
е = 
0 
图 6.2 图 6.3 


11. 根据 图 6. 3 所 示 的 有 界 格 ,回答 下 列 问题 : 
(1) a 和 /的 补 元 素 分 别 是 哪些 元 素 ? 
(2) 该 有 界 格 是 分 配 格 吗 ? 

(3) 该 有 界 格 是 有 补 格 吗 ? 


图 论 最 早起 源 于 一 些 数学 游戏 的 难题 研究 ,如 1736 年 欧 拉 (L. Euler) 所 解决 的 哥 尼 斯 
堡 七 桥 问题 ,以 及 一 些 在 民间 广泛 流传 的 一 些 游戏 难题 ,如 迷宫 问题 ,棋盘 上 马 的 行走 路 线 
问题 及 匿 门 博弈 问题 等 . 这 些 难题 ,当时 吸引 了 很 多 学 者 的 注意 ,在 这 些 问题 研究 的 基础 上 
又 提出 了 著名 的 哈密 顿 问题 . 1847 年 ,德国 物理 学 家 克 硕 霍 夫 (Kirchhoff) 用 图 论 分 析 电 路 
网 络 ,这 是 最 早 应 用 图 论 解决 工程 科学 ,以 后 随 着 科学 的 发 展 , 图 论 在 运筹 学 、 网 络 理论 、. 信 
息 论 ,控制 论 及 计算 机 科学 等 各 个 领域 的 应 用 越 来 越 广泛 . 图 论 是 一 门 应 用 非常 广泛 的 学 
科 , 其 包含 的 内 容 当 然 是 浩瀚 如 海 . 这 里 我 们 只 介绍 一 些 基本 概念 和 定理 . 


7.1 图 的 基本 概念 


在 生产 ,生活 及 科学 研究 中 ,人 们 常用 点 表示 事物 . 用 点 与 点 之 间 是 否 有 连 线 表 示 事 物 
之 间 是 否 具 有 某 种 关系 ,这 样 构成 的 图 形 就 是 图 论 中 的 图 . 其 实 , 集 合 论 中 二 元 关系 的 关系 
图 也 是 图 论 中 的 图 . 图 论 中 的 图 与 几何 学 中 的 图 的 本 质 区 别 在 于 ,图 论 中 的 图 ,人 们 只 关心 
点 之 间 是 否 有 连 线 ,而 不 关心 点 的 位 置 , 以 及 连 线 的 曲直 ,为 了 给 出 图 论 中 图 的 抽象 而 严格 
的 数学 定义 , 先 给 出 无 序 积 的 概念 . 

设 A,B 为 任意 的 两 个 集合 . 称 

{{а,6} laE AAvEDB)} 

为 A 与 B 的 无 序 积 , 记 作 A&B. 

为 方便 起 见 , 将 无 序 积 中 的 无 序 对 {a,5) , 记 为 (a,5) ,并 且 人 允许 a 二 5b. 需要 指出 的 是 ,无 
论 a,b 是 否 相 等 , 均 有 (a.6) 二 (5,a), 因 而 A&B=B&A. 

定义 7.1.1 一 个 无 向 图 G 是 一 个 有 序 的 二 元 组 G 二 (V,E) ,其 中 是非 空 有 限 集合 ， 
称 为 项 点 集 ,其 元 素 称 为 顶点 或 结 点 .EE 为 边 集 , 即 对 任意 eEE, 都 存在 (u,v)EV&V 与 之 
相对 应 ,其 元 素 称 为 无 向 边 .简称 为 边 . 

定义 7.1.2 一 个 有 向 图 DD 是 一 个 有 序 二 元 组 D 二 (V,E) ,其 中 V 是 一 个 非 空 的 有 限 
集合 , 称 为 项 点 集 , 其 元 素 称 为 项 点 或 结 点 .为 边 集 , 即 对 任意 eEE, 都 存在 (u,v) СУХУ 
与 之 相对 应 ,其 元 素 称 为 有 向 边 ,简称 为 边 . 

无 向 图 和 有 向 图 统称 为 图 ,但 有 时 也 常 把 无 向 图 简称 为 图 . 通常 用 G 表示 无 向 图 ,D 表 
示 有 向 图 . 本 书 用 符号 |E(G) | 或 |E(D) | 分 别 表示 图 G 或 D 的 边 数 , 用 |V(G) | 或 I1V(D)| 
分 别 表示 图 G 或 D 的 顶点 数 ,在 不 致 发 生 混 淆 时 ,通常 略 去 符号 中 的 字母 G 或 卫 , 记 为 
[ЕТ [У|. 


7.1 图 的 基本 概念 Ф 


通常 用 图 形 来 表示 无 向 图 和 有 向 图 : 用 小 圆圈 (或 实心 点 ) 表 示 顶 点 ,用 顶点 之 间 的 连 
线 表示 无 向 边 , 用 带 箭头 的 连 线 表示 有 向 边 . 
例 7.1.1 (1) ЕХ С (У.Е). Кф 
У = (о уздз), Е = {бо о), (ал в), в) „(а оз), (оь ол) Ол 045), аи в )}. 
(2) 给 定 有 向 图 D=(V, 正 ), 其 中 
У = {а,6,с,а}, Е = {(а,а),(а,6),(а,6),(а,а),(а,с),(с,а),(с,6)}. 
分 别 画 出 С 5 р 的 图 形 . 
т 图 7.1.1 中 (a),(b) 分 别 给 出 了 无 向 图 G 和 有 向 图 DD 的 图 形 . 


图 7.1.1 


定义 7.1.3 对 于 每 一 个 有 向 图 D, 可 以 在 相同 顶点 集 上 作 一 个 图 万, 使 得 对 于 DD 的 每 
条 弧 ,H 有 一 条 有 相同 端点 的 无 向 边 与 之 对 应 . 这 个 图 称 为 D 的 基础 图 . 
例 7.1.2 图 7.1.2(a) 中 的 基础 图 如 图 7.1.2(b) 所 示 . 


е 
и ру 


(а) (b) 
图 7.1.2 


与 定义 7.1. 1 和 定义 7. 1. 2 有 关 的 还 有 下 面 一 些 概念 和 规定 . 

(1) 将 有 向 图 的 各 条 有 向 边 改 成 无 向 边 后 所 得 到 的 无 向 图 称 为 这 个 有 向 图 的 基 图 . 

(2) 顶点 数 称 作 图 的 阶 ,n 个 顶点 的 图 称 为 n 阶 图 . 

(3) 在 图 的 定义 中 规定 顶点 集 У 为 非 空 集 ,但 在 图 的 运算 中 可 能 产生 顶点 集 为 空 集 的 
运算 结果 ,为 此 规定 顶点 集 为 空 集 的 图 为 空 图 ,并 将 空 图 记 为 人 〇 . 

(4) 设 G=(V,E) 为 无 向 图 , в = (и, 5) ЕЕ, Ж о.о; Ме, 的 端点 ,es уо, Со) Ж. 
若 ори; ШК er 与 vi(v) 的 关联 次 数 为 1; Фо о ДК е. 与 w 的 关联 次 数 为 2, 并 称 ex 
为 环 . ШЕИ и ЖЫШе, 关联 , 则 称 ei 与 ww 的 关联 次 数 为 0. 与 任何 边 均 不 相关 联 的 顶 
点 称 为 孤立 点 . 

车 两 个 顶点 v 与 w 之 间 有 一 条 边 连 接 , 则 称 这 两 个 顶点 相 邻 . 若 两 条 边 至 少 有 一 个 公 
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共 端 点 , 则 称 这 两 条 边 相 邻 . 

定义 7.1.4 在 无 向 图 中 ,如 果 关 联 一 对 顶点 的 无 向 边 多 于 1 条 , 则 称 这 些 边 为 平行 
边 ,平行 边 的 条 数 称 为 重 数 . 在 有 向 图 中 ,如 果 关 联 一 对 顶点 的 有 向 边 多 于 1 条 ,并 且 这 些 边 
的 始点 与 终点 相同 (也 就 是 它们 的 方向 相同 ) , 则 称 这 些 边 为 平行 边 . 含 平行 边 的 图 称 为 多 重 
图 , 既 不 含 平 行 边 也 不 含 环 的 图 称 为 简单 图 . 

定义 7.1.5 仅 由 孤立 点 组 成 的 图 称 为 零 图 , 仅 由 一 个 孤立 点 构成 的 图 称 为 平凡 图 . 

例 7.1.3 在 图 7.1.1(a) 中 上 es 与 es 是 平行 边 ,在 (b) 中 es 与 es 是 平行 边 ,而 es 与 e 不 
是 平行 边 . (a) ,(b) 两 个 图 都 不 是 简单 图 . 

定义 7.1.6 #С= (У.Е) 9. УоЄуУ. к о 作为 边 的 端点 的 次 数 之 和 为 w 的 度 
数 , 简 称 为 度 , 记 作 dec(u) 或 deg(Cu) , 简 记 为 Со). 8 D=(V,E) 为 有 向 图 , УоЄУ, о Е 
为 边 的 始点 的 次 数 之 和 为 v 的 出 度 , 记 作 d5 (z) , 简 记 作 а Со). 称 作为 边 的 终点 的 次 数 
之 和 为 v 的 入 度 , 记 作 а Со). ОЕ а Со). ЖА Со) а (vw) 为 v 的 度数 , 记 作 dp(v), 简 
ИАС. 


在 无 向 图 G #1 , 
A(G) = max{d(v) | vE€E V(G)}, 6(G) = min{d(v) | v Є V(G)}, 
分 别称 为 G 的 最 大 度 和 最 小 度 . 可 类 似 地 定义 有 向 图 了 的 最 大 度 A(D)、 最 小 度 SCD) 和 最 
КЛАД? (р) 、 最 小 入 度 6+ (D)、 最 大 出 度 A-(D)、 最 小 出 度 A (р), 
A(D) = max{d(v) | о Е V(D)}, 6(D) = min{d(v) [о Є Үр); 
Ar (D) = тах{4* (о) | vE V(D)}, 6+ (р) = min{dt (v) | о Є V(D)}; 
Д` (р) = тах{4` (0) |v EV(D)}, 6 (р) = тіп{47 (о) | о EV(D))}. 
并 把 它们 分 别 简 记 为 A,6,A+ ,67 ,A ,0 . 
另外 , 称 度数 为 1 的 顶点 为 悬挂 顶点 ,与 它 关 联 的 边 称 为 悬挂 边 . 度 为 偶数 (奇数 ) 的 顶 


例 7.1.4 在 图 7.1.1(a) 中 ,d (vw) 二 4( 注 意 , 环 提供 2 №), Д=А,6=1, и 是 悬挂 顶 
点 ,er 是 悬挂 边 . 在 (b) 中 ,d+ (а) =1.47 (a) 二 4( 环 e 提供 1 个 出 度 和 1 个 人 度 ) ，d(a) 一 
4 十 1 一 5.A 一 5,6 一 3,A 二 4( 在 a 点 达到 ), 07 二 0( 在 5 点 达到 ),A+ 一 3( 在 0 点 达到 ), 0+ =1 
(在 a 和 点 达到 ). 

定理 7.1.1 在 任何 无 向 图 中 ,所 有 顶点 的 度数 之 和 等 于 边 数 的 2 4. 

证 明 ”图 中 每 条 边 ( 包 括 环 ) 均 有 两 个 端点 ,所 以 在 计算 各 顶点 度数 之 和 时 ,每 条 边 均 提 
供 2 度 . т 条 边 , 共 提供 2m №. 

欧 拉 曾 对 此 定理 给 出 了 这 样 一 个 形象 解释 : 许多 人 在 见面 时 握 了 手 , 两 只 手 握 在 一 起 ， 
被 握 过 手 的 总 次 数 为 偶数 ,故此 定理 也 称 为 握手 定理 . 

定理 7.1.2 在 任何 有 向 图 D 中 ,下 述 结论 成 立 : 

(1) 顶点 的 度 的 总 和 等 于 边 数 和 的 两 倍 , 即 

Ума) =21El; 


vEV 


(2) 所 有 顶点 的 入 度 之 和 等 于 所 有 顶点 的 出 度 之 和 ,. 即 


7.1 图 的 基本 概念 令 


Dad- (0) 一 >)d+ (о). 


эЕУ 34 
证 明 (1) 的 证 明 如 定理 7.1. 1 的 证 明 . 
(2) 因为 每 条 弧 必 对 应 于 一 个 人 度 和 一 个 出 度 , 若 一 顶点 具有 一 个 人 度 或 出 度 , 则 必 关 


联 一 条 弧 , 所 以 有 向 图 中 各 顶点 入 度 之 和 等 于 其 弧 的 数目 ,同时 各 顶点 出 度 之 和 也 等 于 其 弧 
的 数目 ,因此 所 有 顶点 的 入 度 之 和 等 于 所 有 顶点 的 出 度 之 和 . 

推论 1 在 任何 图 中 , 奇 度 顶 点 的 个 数 必 为 偶数 . 

ЧЕН 设 V 和 V 分 别 是 图 中 奇 度 顶点 集 和 偶 度 项 点 集 , 则 由 定理 7.1.1 有 


Уа) + Ха = Pdtv) =21El. 


эЕУ, эЕУ, vEV 


由 于 У) асо) 是 偶数 之 和 , 必 为 偶数 ,而 2 | Е | 是 偶数 , 故 得 >)d(v) 是 偶数 , ВТУ, | 是 


ЗА эЕУ, 
偶数 . 
推论 2 任何 图 (无 向 的 或 有 向 的 ) 中 , 奇 度 顶 点 的 个 数 是 偶数 . 
证 明 设 图 G=(V,E), 令 
У, = (о [Е УЛ 4С) ЖЖ, У, = {| %ЕУ Л ао) 为 偶数 } ， 
му, ЈУ, =У, У, ПУ, =). і Е пу т 


2т = Dd(v) = ад + У) аб). 


эЕУ РЭА vevz 


由 于 2m, У) Со) 均 为 偶数 ,所 以 У} Со) 为 偶数 , 但 因 V 中 顶点 度数 为 奇数 ,所 以 
эЕУ, эЕУ, 
Гу, | 必 为 偶数 . 


定理 7.1.3， 非 负 整数 列 4 二 (di,d;,…,d,) 能 成 为 图 的 度数 序列 当 且 仅 当 4d, 为 


偶数 . 
证 明 由 定理 7.1.1, 必 要 性 显然 . 下 面 证 明 充 分 性 ,由 已 知 条 件 可 知 ,d 中 有 2k 


(0<4<[ 竺 ] } 个 奇数 ,不 妨 设 它 们 为 wd ао аа заада 如 下 构造 以 4 为 度数 


ДЕЈ п 8 С (У. №): У= (о о, v0,) ,在 顶点 vw 与 v,+4 之 间 连 边 ,r 二 1,2,…， 
k. жа, 为 偶数 , 令 d! 二 qd;, 若 di; 为 奇数 , 令 а =а 1.48 d’ 二 (di,d;,…,d’), 则 di 均 为 偶 
数 . 再 在 wv ЛЕМ di/2 条 环 (i 二 1,2,…,n). 这 就 证 明了 存在 以 a 为 顶点 度数 的 图 . 

下 述 定理 是 显然 的 . 

定理 7.1.4 СЕ п 阶 无 向 简单 图 , 则 A(G)<n 一 1. 

例 7.1.5 下 列 各 序列 能 成 为 图 的 度数 序列 吗 ? 能 成 为 简单 图 的 度数 序列 吗 ? 为 
什么 ? 

(1) (5,5,4,4,2,1); 

(2) (5,4,3,2,2); 

<) (УЗ: 


(4) (Cd dd ,di 之 ds 之 … 之 d, 之 1 А У)а, 为 偶数 ; 
Ld | 
(5) (4,4,3,3,2,2). 
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解 ”由 定理 7.1.3, 除 (1) 不 可 作为 图 的 度数 序列 外 ,其 余 各 序列 都 可 作为 图 的 度数 序 
列 .但 除了 (5) 中 序列 外 ,其 余 的 都 是 不 可 作为 简单 图 的 度数 序列 . (2) 中 序列 有 5 个 数 ,最 大 
的 数 是 5. 根据 定理 7. 1. 4, 它 不 可 作为 简单 图 的 度数 序列 . 类 似 可 证 (4) 不 可 作为 简单 图 的 
度数 序列 . 假设 (3) 可 以 作为 简单 图 的 度数 序列 , 设 G=(V,E) 以 (3,3,3,1) 为 度数 序列 .不 
妨 设 V={tuyuyouwj, 且 d (vi) 二 d (о) =а (з)=3,4 (зи )=1. НЗ 4 (wuw) 王 1, 因 而 
v4 只 能 与 wu ооз 之 一 相 邻 ,不 妨 设 与 о НА. РЕ 这 只 能 与 о о 4,0 НЫ о 
vz 相 邻 ,不 可 能 有 3 度 . 因而 ,(3) 不 可 作为 简单 图 的 度数 序列 . (5) 是 可 作为 简单 图 的 度数 序 
列 , 图 7.1.3 中 两 个 6 阶 无 向 简单 图 都 以 (4,4,3,3,2,2) 为 度数 序列 . 


(а) (b) 
图 7.1.3 


定义 7.1.7 设 G==(Vi,E1),G, 二 (V;,E,) 为 两 个 无 向 图 (或 两 个 有 向 图 ). 若 存在 双 

射 函 数 /: УУ, ,对 于 YuwwcEV(ou)EE(Cuwyw)EE) 当 且 仅 当 
(Fo 700) Е Е, (Со), ЈС) Є E,), 

ЖЕН. Со, 0) 5 ССО) ,fw)) (Cvisv) 与 (f(vi),f(v;))) 的 重 数 相同 , 则 称 С, 与 Gs 是 同 构 
的 , 记 作 С, =С,. 

Ж 从 图 形 上 看 ,两 个 图 Gi 5 С, 同 构 ,就 是 要 求 V(G1) 和 V(G,) 之 间 能 建立 一 一 对 
应 关系 ,并 且 С, 中 的 两 顶点 之 间 有 边 的 充 要 条 件 是 G 的 对 应 的 两 点 之 间 也 有 边 且 边 重 数 
也 相同 . 

例 7.1.6 在 图 7.1.4 中,(a) 称 作 彼得 松 (Peterson) 图 ,(b),(c) 均 与 (a) 同 构 . (а), 
(e), (人) 各 图 彼此 间 都 不 同 构 . 


(a) (b) (с) 
(е) 


(а) (0 


图 7.1.4 


7.1 图 的 基本 概念 


图 之 间 的 同 构 关系 “ 实 ” 构 成 全 体 图 集合 上 的 二 元 关系 . 它 具 有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 
性 , 故 是 等 价 关系 . 在 这 个 等 价 关 系 的 每 个 等 价 类 中 的 图 ,在 同 构 意 义 下 都 可 以 看 成 一 个 图 . 
在 图 7.1.4 中 ,(a),(b),(c) 可 以 看 成 一 个 图 ,它们 都 是 彼得 松 图 . 至 今 还 没有 找到 判断 两 个 
图 是 否 同 构 的 便于 验证 的 充分 必要 条 件 . 

综 上 所 述 ,可 以 得 到 两 图 同 构 的 一 些 必要 条 件 : 

(1) 顶点 数目 相同 ; 

(2) 边 数 相等 ; 

(3) 度数 相同 的 顶点 数目 相等 . 

以 上 条 件 都 不 是 充分 条 件 . 如 图 7. 1. 3 中 的 两 个 图 有 相同 的 度数 序列 ,但 它们 不 同 构 . 

定义 7.1.8 设 G 为 n 阶 无 向 简单 图 , 若 G 中 每 个 顶点 均 与 其 余 的 n 一 1 个 顶点 相 邻 ， 
则 称 G Ян 阶 无 向 完全 图 ,简称 n 阶 完全 图 , 记 作 K,(n 宇 1). К, 含有 С 条 边 . 

О уп 阶 有 向 简单 图 ,车 D 中 每 个 顶点 都 邻接 到 其 余 的 nn 一 1 个 顶点 , 则 称 D 是 
п 阶 有 向 完全 图 . n 阶 有 向 简单 图 含有 2С 条 边 . 

9 р уп 阶 有 向 简单 图 , 若 D 的 基 图 为 n 阶 无 向 完全 图 KK,, 则 称 D 是 nn 阶 竞赛 图 . 

在 图 7.1.5 中 ,(a) 为 K;,(b) 为 3 阶 有 向 完全 图 ,(c) 为 4 阶 竞赛 图 . 


(а) (5) (©) 
Ш 7.1.5 


易 知 ,n 阶 无 向 完全 图 ,n 阶 有 向 简单 图 ,n 阶 竞赛 图 的 边 数 分 别 为 于 号 


n(n—1) = 

站 

定义 7.1.9 设 G 为 n 阶 无 向 简单 图 .车 VvEV(G), 均 有 4d(v) 一 k, 则 称 G 为- 正 
则 图 . 

由 定义 可 知 ,2 阶 零 图 是 0- 正 则 图 ,” 阶 无 向 完全 图 是 (2 一 1) -正则 图 ,彼得 松 图 是 3- 正 


则 图 . 由 握手 定理 可 知 ,n 阶 &- 正 则 图 中 , 边 数 т И Е 为 奇数 时 ,2 必 为 偶数 . 


定义 7.1.10 设 G=(V.E),G' 一 (和 .E) 为 两 个 图 ( 同 为 无 向 图 或 同 为 有 向 图 ), 若 六 三 
УНЕСЕ. ШКС 是 G 的 子 图 .G 为 G 的 母 图 , 记 作 G СС. ХУ’ СУ 或 E'CE, 则 称 
С’ 为 G 的 真子 图 .车 V 二 V, 则 称 G' 为 G 的 生成 子 图 . 

设 G==(V,E),V1CV В У. Vi 为 顶点 集 , 以 G 中 两 个 端点 都 在 Vi 中 的 边 组 
成 边 集 Е М С 的 训导 出 的 子 图 , 记 作 G[Vi]. 又 设 Е. СЕ Н Е, *@, ЖА Е, 为 边 
集 ,以 Ei 中 边关 联 的 顶点 为 项 点 集 Vi 的 图 为 G 的 Ei 导 出 的 子 图 , 记 作 СГЕ, ]. 

例 7.1.7 在 图 7.1.6 中 , 取 人 一 {a ,bc),(b) 是 Ca) 的 人 导出 的 子 图 . Ж Е, = 
{e1ses},(c) 是 (a) 的 Ei 导出 的 子 图 . 

例 7.1.8 (1) 画 出 4 阶 3 条 边 的 所 有 非 同 构 的 无 向 简单 图 . 


ao а оь а Ый ГА ГРО ob 
е е5 е 
е 
а с с а А 
(а) (5) (с) 
Я 7.1.6 


(2) 画 出 3 阶 2 条 边 的 所 有 非 同 构 的 有 向 简单 图 . 

解 (1) 由 握手 定理 ,所 面 的 无 向 简单 图 各 顶点 度数 之 和 为 2x3 二 6, 最 大 度 小 于 或 等 
于 3. 于 是 所 求 无 向 简单 图 的 度数 序列 应 满足 的 条 件 是 ,将 6 分 成 4 个 非 负 整数 ,每 个 整数 
均 大 于 或 等 于 0 且 小 于 或 等 于 3 ,并且 奇数 的 个 数 为 偶数 . 将 这 样 的 整数 列 排出 来 只 有 下 面 
三 种 情况 : 

(а) 3,1.1,1; 

2 

(с) 2,2,2,0. 
将 每 个 度数 序列 所 有 非 同 构 的 图 都 画 出 来 即 得 所 求 的 全 部 非 同 构 的 图 , 见 图 7.1.7 中 (a)， 
СЪ), (о). 

(2) 由 握手 定理 ,所 画 的 有 向 简单 图 各 顶点 度数 之 和 为 4, 最 大 出 度 和 最 大 和 人 度 均 小 于 
或 等 于 2. 度数 序列 及 人 度 .出 度 列 为 

(а) 度数 序列 1 ,2,1; 

(a.1) 和 人 度 列 0,1,1, 出 度 列 1,1,0; 

(а.2) 人 度 列 0,2,0, 出 度 列 1,0,1; 

(а.3) 人 度 列 1,0,1 ,出 度 列 0,2,0; 

СЬ) 度数 序列 2,2,0, 人 度 列 1,1,0, 出 度 列 1,1,0. 
4 个 所 要 求 的 有 向 简单 图 见 图 7. 1.7 Са). (е). СР). Ср). 


и ГИ 


(4) [9] D (8) 
Я 7.1.7 


对 于 一 般 情况 ,给 定 正 整 数 Ат (1) ВОВЕ ИЖ 


7.2 通路 回路 和 图 的 连通 性 


向 (有 向 ) 简 单 图 仍 是 目前 还 没有 解决 的 难题 . 

定义 7.1.11 设 G==(V,E) 为 n 阶 无 向 简单 图 , 令 

E={(u,v) | и ЄУЛЪЄУ Лизо Л (u,v) ¢ Е), 

Ж С= (У.Е) у С 的 补 图 . 

Ж С=С. С 是 自 补 图 . 

在 图 7.1.7 中 ,(a) 与 (c) 互 为 补 图 ,(b) 是 自 补 图 . 

定义 7.1.12 设 G=(V,E) 为 无 向 图 . 

(1) 设 eEE, 用 G 一 e 表示 从 G 中 去 掉 边 。, 称 为 删除 边 е. 又 设 ECE, 用 С-Е ЖЖ 
МС 中 删除 E 中 的 所 有 边 , 称 为 删除 Е". 

(2) 设 vEV, 用 G 一 v 表示 从 G 中 去 掉 wv 及 所 关联 的 一 切 边 , 称 为 删除 顶点 о. 又 设 
VICV, 用 GV 表示 从 G 中 删除 中 所 有 的 顶点 , 称 为 删除 了 

(3) №е=(и, ЕЕ, Я] С\е 表示 从 G 中 删除 e 后 ,将 e 的 两 个 端点 u,v 用 一 个 新 的 顶 
点 w (可 以 用 v Жо 充当 z) 代 替 , 并 使 z 关联 除 e 以 外 xu 关联 的 所 有 边 , 称 为 边 e 的 
收缩 . 

(4) 设 u,v€EV(us,v 可 能 相 邻 ,也 可 能 不 相 邻 ), 用 GU (uv) С С- (и, о) ЖЕ и, 
v 之 间 加 一 条 边 (u,v) , 称 为 加 新 边 . 

在 收缩 边 和 加 新 边 过 程 中 可 能 产生 环 和 平行 边 . 

例 7.1.9 在 图 7.1.8 中 , 设 (a) 中 图 为 G, 则 (b) 为 G 一 es,(c) 为 G 一 {ei,e),(d) 为 G 一 
ws，(e) 为 G 一 {vy,vs), 而 (f) 为 G\es. 


7.2 通路 .回路 和 图 的 连通 性 


定义 7.2.1 (1) 设 G 为 无 向 图 ,G 中 顶点 与 边 交 蔡 序列 了 一 meiwezuw…etox 称 为 图 
С 的 一 条 从 顶点 v。 到 的 通路 (或 路 径 ). 如 果 它 的 项 交替 地 为 G 的 顶点 和 边 , 并 且 е,(1< 
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i<k) 的 端点 是 оз П о, ДО оо ор 分别 为 通路 了 的 起 点 和 终点 ,而 оу ооо неее ,vi-1 称 为 
它 的 内 部 顶点 ,整数 k 称 为 的 长 度 . 特别 当 оо о, 时 , 称 卫 为 回路 . 

(2) 车 通路 本 的 边 e1,e;,… ,es 互 不 相同 , 则 古称 为 简单 通路 (或 迹 ). 同样 对 于 回路 卫 
而 言 , 若 其 边 互 不 相同 , 则 称 卫 为 简单 回路 (或 闭 迹 ). 

(3) 车 通路 本 的 顶点 vo ,wy,… ,vi 互 不 相同 (从 而 所 有 边 互 不 相同 ), 则 此 通路 Г ЖЖ 
初级 通路 (或 路 径 ). 又 若 回路 卫 除 起 点 和 终点 外 ,其 余 顶 点 互 不 相同 (从 而 所 有 边 也 互 不 相 
同 ), 则 称 回路 卫 为 初级 回路 (或 圈 ). 将 长 度 为 奇数 的 圈 称 为 奇 圈 , 长 度 为 偶数 的 圈 称 为 
偶 圈 . 

注意 ,在 初级 通路 与 初级 回路 的 定义 中 , 仍 将 初级 回路 看 成 初级 通路 的 特殊 情况 ,只 是 
在 应 用 中 初级 通路 都 是 始点 与 终点 不 相同 ,长 为 1 的 圈 只 能 由 环 生成 ,长 度 为 2 的 圈 只 能 由 
平行 边 生 成 ,因而 在 简单 无 向 图 中 , 圈 的 长 度 至 少 为 3. 

另外 ,车 本 中 有 边 重复 出 现 , 则 称 丁 为 复杂 通路 . 若 又 有 w о , 则 称 卫 为 复杂 回路 . 

在 有 向 图 中 ,通路 、 回 路 及 分 类 的 定义 与 无 向 图 中 非常 类 似 ,只 是 要 注意 有 向 边 方向 的 
=. 

根据 定义 ,回路 是 通路 的 特殊 情况 ;初级 通路 (回路 ) 必 是 简单 通路 (回路 ) ,但 反之 不 真 . 

在 简单 图 中 可 以 只 用 顶点 序列 表示 通路 (回路 ) ,写成 T= е. 

Ж 7.2.1 在 nn 阶 图 G Ф. Т и 9] о (изо) ТЕЗ Е, МЛ и 到 w 存在 长 度 小 
于 或 等 于 "一 1 的 通路 . 

证 明 № Г= ше, лез "еп Соо ио 0) 0 С 中 从 8] о Й. ж /三 n 一 1, 则 定 
理 成 立 . 假设 >п 1. №8 Г ЕАК РС М, РЕЖЕ АСО е5 
р, о, =, ЧЕ Г ЕЖЕ о, 到 自身 的 回路 C ,在 人 厂 上 删除 C ,得 到 

Г’ = vervies'" Ven"ev, 
ГЫ и о 的 通路 , 且 长 度 至 少 比 厂 减 少 1. 若 矿 还 不 满足 要 求 ,重复 上 述 过 程 . 由 于 G 
是 有 限 图 ,经 过 有 限 步 后 ,必得 到 vw 到 ww 长 度 小 于 或 等 于 一 1 的 通路 . 

推论 ИСТ, МАМ и 到 v(wu 取 vv) 存 在 通路 , 则 w Но 一 定 存在 长 度 小 于 
或 等 于 2 一 1 的 初级 通路 (路 径 ). 

类 似 可 证 明 下 面 的 定理 和 推论 . 

定理 7.2.2 Еп МАС 中 ,车 存 在 v 到 自身 的 回路 , 则 一 定 存在 о 到 自身 长 度 小 于 
或 等 于 的 回路 . 

推论 在 阶 图 G 中 ,车 存在 v 到 自身 的 简单 回路 , 则 一 定 存 在 о 到 自身 长 度 小 于 或 
等 于 n 的 初级 回路 . 

例 7.2.1 无 向 完全 图 K,(n 三 3) 中 有 几 种 非 同 构 的 圈 ? 

解 长度 相同 的 圈 都 是 同 构 的 ,因而 只 有 长 度 不 同 的 圈 才 是 非 同 构 的 . 易 知 К, (n 宇 3) 
中 含 长 度 为 3,4,…,n 的 圈 , 所 以 K,(n 宇 3) 中 有 n 一 2 种 非 同 构 圈 . 

长 度 相同 的 圈 都 是 同 构 的 ,因此 在 同 构 意义 下 给 定 长 度 的 圈 只 有 一 个 . 在 标定 图 中 , 圈 
表示 成 顶点 和 边 的 标记 序列 . 如 果 只 要 两 个 标记 序列 不 同 , 就 认为 这 两 个 圈 不 同 , 称 这 两 个 
圈 在 定义 意义 下 不 同 . 

例 7.2.2 无 向 完全 图 К, 的 顶点 依次 标定 为 ,pc. 在 定义 意义 下 К, 中 有 多 少 个 不 
同 的 圈 ? 


7.2 通路 .回路 和 图 的 连通 性 令 


解 在 同 构 意义 下 ,Ks 中 只 有 一 个 长 为 3 的 圈 . 但 在 定义 意义 下 ,不同 起 点 (终点 ) 的 圈 
是 不 同 的 ,顶点 间 排 列 顺序 不 同 的 圈 也 看 成 是 不 同 的 ,因而 К. 中 有 6 个 不 同 的 长 为 3 的 
圈 : abca,acba,bacb,bcab,cabc,cbac. 如 果 只 考虑 起 点 (终点 ) 的 差异 ,而 不 考虑 顺 时 针 、 逆 
时 针 的 差异 ,应 该 有 3 种 不 同 的 圈 , 当 然 它 们 的 长 度 都 是 3. 

首先 讨论 无 向 图 的 连通 性 . 

定义 7.2.2 设 无 向 图 G 二 (V,E) ,车 u,vEV 之 间 存在 通路 , 则 称 u,v 是 连通 的 , 记 作 
ио. Е: VvEV,v~v. 

定理 7.2.3 无 向 图 中 顶点 之 间 的 连通 关系 是 等 价 关系 . 

证 明 (1) 由 于 规定 任何 顶点 和 自身 总 是 连通 的 ,因此 顶点 之 间 的 连通 关系 具有 自 反 性 . 

(2) 若 两 个 顶点 和 之 间 存 在 通路 , 则 wv 和 x 之 间 也 存在 通路 ,因而 顶点 之 间 的 连通 
关系 具有 对 称 性 . 

(3) 若 顶点 和 顶点 v 是 连通 的 ,顶点 v 和 顶点 w 是 连通 的 , 则 从 и 到 w 存在 通路 ,从 
о 到 w 存在 通路 ,于 是 从 经 过 v 到 то 存在 通路 , 即 и 和 ww 是 连通 的 ,所 以 顶点 之 间 的 连 
通关 系 具 有 传递 性 . 

由 (1)、(2)、(3) 知 ,顶点 之 间 的 连通 关系 是 等 价 关系 . 

定义 7.2.3 ЩЖ G 的 任意 两 个 顶点 x о, А ио, ДКС 是 连通 图 ,否则 称 
G 是 非 连通 图 (或 分 离 图 ). 

显然 ,无 向 完全 图 K, (n 宇 1) 都 是 连通 图 ,而 多 于 一 个 顶点 的 零 图 都 是 非 连 通 图 . 

定义 7.2.4 设 w,v 为 无 向 图 G 中 任意 两 个 顶点 ,车 wu~v, 称 u,v 之 间 长 度 最 短 的 通 
路 为 u,v 之 间 的 短程 线 , 短 程 线 的 长 度 称 为 u,v 之 间 的 距离 , 记 作 d(u,v). М и,о 之 间 不 连 
通 时 ,规定 4d(u,v) 二 00. 

距离 有 以 下 性 质 : 

1. d(u,v) 宇 0, 当 wu 二 v 时 ,等 号 成 立 ; 

2. 具有 对 称 性 : аи, о) =АСо: и); 

3. 满足 三 角 不 等 式 : Vu,v,wEV(G), 则 

аби.) Бабо) > аби). 

在 完全 图 К, (n 宇 2) 中 ,任何 两 个 顶点 之 间 的 距离 都 是 1, 而 在 n Т №, (2), 
任何 两 个 顶点 之 间 的 距离 都 为 2. 

下 面 讨论 无 向 图 的 连通 程度 . 

由 于 无 向 图 中 顶点 之 间 的 连通 关系 是 等 价 关系 ,而 等 价 关 系 可 以 对 集合 进行 划分 ,因此 
对 于 任何 无 向 图 中 顶点 集 都 存在 一 种 划分 ,使 得 每 个 划分 块 中 的 顶点 都 彼此 连通 ,而 两 个 不 
同 划分 块 中 的 顶点 都 不 连通 . 

定义 7.2.5 在 一 个 无 向 图 G 中 ,存在 V 的 一 个 分 类 ,把 V 分 成 非 空子 集 wy,V: ,…， 
У. ,使 得 两 个 顶点 w 和 w 是 连通 的 当 且 仅 当 它们 属于 同一 子 集 V;. 子 图 СГУ, ],GLV:],…， 
G[V。j, 称 为 G 的 连通 分 支 . 用 w(G) 表 示 G 中 的 连通 分 支 个 数 . 

图 G 是 连通 的 当 且 仅 当 w(G)==1. 

很 容易 看 出 ,图 7. 2. 1(a) 是 连通 图 ,w(G) 王 1, 图 7.2.1(b) 是 非 连通 图 ,w(G) 一 3. 

为 了 刻画 连通 图 的 “连通 程度 ” ,下面 给 出 点 割 集 和 边 割 集 的 概念 . 

ЖХ 7.2.6 设 无 向 图 G 一 (V,E). 
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У.Ф 


(а) (b) 
图 7.2.1 


С) 车 存在 顶点 子 集 V'CV ,使 得 删除 V'( 将 V 中 的 顶点 及 其 关联 的 边 都 删除 ) 后 ,所 
得 子 图 G 一 V 的 连通 分 支 数 与 G 的 连通 分 支 数 满足 w(G 一 w ) 二 o(G) ,而 删除 六 的 任何 真 
子 集 及 后 ,wo(G 一 V = 一 o(G) , 则 称 V 为 G 的 一 个 点 割 集 . 特别 地 ,只 有 一 个 顶点 的 点 割 集 ， 
称 该 点 割 集 的 顶点 为 割 点 . 

(2) 若 存在 边 集 已 CE, 使 得 删除 Е’ (将 已 中 的 边 都 删除 ) 后 ,所 得 子 图 G 一 E' 的 连 
通 分 支 数 与 G 的 连通 分 支 数 满足 w(G 一 已 ) 之 o(G) ,而 删除 E' 的 任何 真子 集 E” 后 ,都 有 
w(G 一 尼 ) 一 wo(G) ШЕК Е С 的 一 个 边 割 集 , 如 边 割 集中 只 有 一 条 边 , 则 称 该 边 为 割 边 或 桥 . 

例 7.2.3 ШТЕР 7.2.211, (оз, о}, (о), (о) УИ ооо УЖ. (ооо) ЖЕ 
点 割 集 , 因 为 它 的 真子 集 {uw)} 已 经 是 点 割 集 了 . 类似 地 , (п, ЖЕНИ. (ев, }， 
{elyes) feiyezyes)felyezyet),{eo} 等 都 是 边 割 集 , 其 中 e。 是 桥 . {es ,er ,es } 不 是 边 割 集 , 因 
为 它 的 真子 集 {es } 已 经 是 边 割 集 了 . 


Ч 


о; 


图 7.2.2 


定理 7.2.4 无 向 图 G 的 一 条 边 e 是 割 边 当 且 仅 当 e 不 包含 在 С 的 任意 圈 中 ， 

证 明 设 e 是 G 的 割 边 ,由 于 w(G 一 e) > w(G), 所 以 存在 С 的 顶点 w 和 它们 在 С 
中 连通 但 在 Се 中 不 连通 . 因此 在 С 中 必 存 在 某 条 从 Но 的 路 p 经 过 e . 设 + 和 y 是 
е 的 端点 ,并 且 在 p Ех ВР у. Е Се. и р ВО тур А В о. ж 
е 在 某 圈 C 中 , 则 在 G 一 e 中 zx Му 将 被 路 C 一 e Е. РД, и Мо 在 G 一 e 中 就 连通 了 ， 
导致 矛盾 . 

反之 ,假设 。 不 是 G 的 割 边 (不 妨 设 e 的 端点 为 x,y), 则 w(G 一 e) 二 w(G). 由 于 在 G 中 
存在 一 条 zy 路 ,所 以 x Му 都 在 G 的 同一 个 分 支 中 . 由 此 推 知 : x Му 在 G 一 e 的 同一 个 
分 支 中 ,从 而 在 G 一 e 中 存在 一 条 (zx,y) 路 р. Р е 就 位 于 G 的 圈 p 十 e 中 了 . 

定义 7.2.7 设 无 向 图 С 为 连通 图 .定义 


7.2 通路 .回路 和 图 的 连通 性 


к(С) = min{| Vi || Vi 是 G 的 点 割 集 , 或 使 G 一 Vi 为 平凡 图 上 
称 x(G) 是 G 的 连通 度 (或 点 连通 度 ). 若 G 为 非 连通 图 , 则 规定 <(G) 一 0. 对 于 任意 图 С, 
有 к(С) 20. еК С Я КЖ. 
ЖУ 7.2.8 设 无 向 图 G 是 非 平 凡 的 连通 图 , 令 
АСС) = min{| Е, || Е, 是 G 的 边 割 集 }. 
则 称 4(G) 为 С 的 边 连通 度 . 若 С 为 平凡 图 或 非 连 通 图 , 则 规定 1(G) 一 0. 对 于 任意 图 G 若 
ЖАС) 2. С 为 r 边 连 通 的 . 
例 7.2.4 (1) 在 图 7.2.2 中 , 它 的 点 连通 度 为 1, 它 是 1- 连 通 图 ,但 不 是 2- 连 通 图 ; 它 
的 边 连 通 度 为 1, 它 是 1 边 -连通 图 ,但 不 是 2 边 -连通 图 . 
(2) 彼得 松 图 的 点 连通 度 为 3, 它 是 1- 连 通 图 .2- 连 通 图 ,3- 连 通 图 ,但 不 是 4- 连通 图 ; 
它 的 边 连 通 度 为 3, 它 是 1 边 -连通 图 、2 边 - 连 通 图 、3 边 - 连 通 图 ,但 不 是 4 边 - 连 通 图 . 
定理 7.2.5 对 任何 无 向 图 G, 均 有 x«(G)4(G)6(G). 
ЧЕН 车 G 是 平凡 的 , 则 4(G) 二 0<6(G) . 若 G 是 非 平凡 图 , 则 因 每 一 结 点 的 所 有 关联 
边 必 合 一 个 边 割 集 , 故 有 АСС) 006). 
对 4(G) 用 归纳 法 来 证 明 СС) АСС). Ч АСС) =0 时 命题 是 正确 的 ,因此 , G 是 平凡 或 
不 连通 的 . 现在 假定 命题 对 一 切 边 连通 度 小 于 的 图 均 成 立 ,并 设 СБА СС) =А>0 ШИ, 
而 e С 的 一 个 & 边 割 集 中 的 边 , 置 九天 G 一 e, 则 (万 ) 一 4 一 1 .因此 ,由 归纳 法 假设 知 
«k(H)<k—1. 
жн 包含 完全 图 作为 其 生成 子 图 , 则 С 也 同样 如 此 ,而 且 
к(С) = кН) < 2 — 1. 
В, 5 Н ШАЖкЮААЖИЯМЕ, НР Н 5 是 不 连通 的 ,因此 ,或 者 G 一 
5 是 不 连通 的 ,并 且 
к(С) < к(Н) < &-—1, 
或 者 G 一 S 是 连通 的 ,并 且 。 Т ИО. 在 后 一 情形 ,或 者 v(G 一 S) 王 2 并 且 
к(С) < 006) —1 = «(Н)+1Ж< А, 
或 者 G 一 S 1 о, ММ SU {о} С 的 点 割 集 并 且 
к(С) < к(Н)+1Ж< А. 
于 是 ,在 任 一 情形 下 , 均 有 x(G) 三 &k 二 4(G). 根据 归纳 法 原理 ,结论 成 立 . 
定理 7. 2.5 中 的 不 等 式 通 常 是 严格 成 立 的 . 例如 ,图 7.2.3 中 的 图 G КОС) =2,А(6) = 
3,0(G)=4. 


Я 7.2.3 


下 面 讨论 有 向 图 的 连通 性 . 
定义 7.2.9 设 D=(V,E) 为 一 个 有 向 图 ,Vvi,v;EV, 若 从 vi Мо, 存在 通路 , 则 称 
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vi ПОД о, ЕЕ оо. 规定 w 总 是 可 达 自 身 的 , 即 о, о. 车 vv Н оу о, ШК wv; Бу, 
是 相互 可 达 的 , 记 作 ооу. 规定 we 

一 与 人 > 都 是 V 上 的 二 元 关系 ,并 且 不 难看 出 是 V 上 的 等 价 关 系 . 

定义 7.2.10 设 有 向 图 D 二 (V,E),Vvi,vEV, 若 и, о, 9] vj 长 度 最 短 的 通路 
为 v; 到 vj 的 短程 线 , 短 程 线 的 长 度 为 vi 到 wj 的 距离 , 记 作 d (vw;,v). 

与 无 向 图 中 顶点 vv 与 vj; 之 间 的 距离 d Со, оо) 相 比 , 除 无 对 称 性 外 ,d(vi,wv) 具 有 d(v;， 
х) 所 具有 的 一 切 性 质 . 

定义 7.2.11 若 有 向 图 D=(V,E) 的 基 图 是 连通 图 , 则 称 D 是 弱 连 通 图 ,简称 为 连通 
Е. #1 Уз, 5, СУ; 与 二 一 尺 至 少 成 立 其 一 , 则 称 D 是 单 向 连通 图 . 若 Vwv,vEV, 均 
有 ооз, ЖК D 是 强 连 通 图 . 

由 定义 可 知 , 强 连通 图 一 定 是 单 向 连通 图 . 在 图 7. 2.4 中 ,(a) 为 强 连通 图 ,(b) 为 单 向 
连通 图 ,(c) 为 弱 连 通 图 . 


(a) (b) (с) 
Я 7.2.4 


下 面 给 出 强 连通 图 与 单 向 连通 图 的 判别 定理 . 

定理 7.2.6 有 向 图 D 二 (V.,E) 是 强 连通 图 当 且 仅 当 D 中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 
的 回路 . 

ЗЕЯ 充分 性 显然 . 下 面 证 明 必要 性 , 设 V={w,vo,…,v,), 由 DD 的 强 连通 性 ,wv 一 
viti(i 三 1,2,… yn 一 1). 设 T 为 v; 到 wi 的 通路 (i 二 1,2,…,n 一 1). 又 因为 v, 一 vw, 设 
Г, Но, 到 wi 的 通路 . 于 是 ,依次 连接 Г.Г. Г, Г, 所 得 到 的 回路 经 过 DD 中 每 个 顶点 


至 少 一 次 . 

定理 7.2.7 有 向 图 D 是 单 向 连通 图 当 且 仅 当 D 中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 
通路 . 

证 明 略 . 


7.3 图 的 矩阵 表示 


图 可 以 用 集合 来 定义 ,还 可 以 用 和 矩阵 来 表示 . 用 和 矩阵 表示 图 便于 用 代数 方法 研究 图 的 
性 质 . 为 了 用 矩阵 表示 图 ,必须 指定 顶点 或 边 的 顺序 ,使 其 成 为 标定 图 . 本 节 中 讨论 无 向 图 和 
有 向 图 的 关联 矩阵 及 有 向 图 的 邻接 矩阵 和 可 达 抢 阵 . 

定义 7.3.1 БАНИ С=«У,Е),У= (а.о ww) Е (еер. en). № т ЯМ 
点 vi 与 边 е, 的 关联 次 数 , 则 称 (zs ),x 为 G 的 关联 矩阵 , 记 作 МСС). 


7.3 图 的 矩阵 表示 © 


7. 3. 1 所 示 无 向 图 G 的 关联 矩阵 为 


M(G) = 


оо о м 
о о н н 
оо н н 
он о н 
н Б о о 


图 7.3.1 


不 难看 出 ,关联 矩阵 МОЯ АТ: 
оњ = 20) = 1,2, ,т), 即 M(G) 每 列 元 素 之 和 均 为 2, 这 是 因为 每 条 边 恰好 关 
联 两 个 顶点 ( 环 所 关联 的 两 个 顶点 重合 ). 


(2) Sim, = d(v), 即 M(G) 第 i 行 元 素 之 和 为 vi 的 度数 ,i 二 1,2,…,n. 


(3) Ха = = > > т; = = > ms = 2 = 2т, 这 个 结果 正 是 握手 定理 的 内 


容 , 即 各 项 点 的 度数 之 和 等 于 边 数 的 2 售 。 | 
(4) 第 j 行 与 第 k 列 相同 当 且 仅 当 边 。) Бе, 是 平行 边 . 
(5) У ту = 0 当 且 仅 当 vw 是 孤立 点 . 


i=1 
定义 7.3.2 设 有 向 图 D==《(V,E) 中 无 环 ,V=={vi,vs，*…,v,}),E={e1 ег." sem}). 
1, vi Уе 的 始点 ， 
т; = 40. vi Бе, 不 关联 ， 
—1, о Же 的 终点 ， 
МХ Оль ),xm 为 D 的 关联 矩阵 , 记 作 МСР). 
图 7. 3.2 所 示 图 D 的 关联 矩阵 为 


% 


M(D) = 


M(D) 有 如 下 性 质 : 
(1) 每 一 列 恰好 有 一 个 十 1 和 一 个 一 1. 
(2) 一 1 的 个 数 等 于 十 1 的 个 数 ,都 等 于 边 数 ,这 正 是 有 向 图 握手 定理 的 内 容 . 


图 7.3.2 


(3) 第 i 行 中 ,十 1 的 个 数 等 于 d+ (vw;) ,一 1 的 个 数 等 于 d бр. 

(4) 平行 边 所 对 应 的 列 相同 . 

定义 7.3.3 设 有 向 图 D 二 (V,E),V 二 {ove,…… о, ). 5 ау НИМ vi 邻接 到 顶点 о, 
边 的 条 数 , 称 (ay?),x, 为 D 的 邻接 矩阵 , 记 作 A(D) ,或 简 记 为 A. 

图 7.3.3 所 示 有 向 图 D 的 邻接 矩阵 为 


оо © 
ооо 己 
но ы ы 
н Б о о 


有 向 图 的 邻接 矩阵 有 以 下 性 质 : 


>; а = d+ (в), i= 1,2, ns; > а? = 4 (v), ј = 1,2,,n. 


1 


于 是 ， Уа - nm Хар - 0) (0) = т, 即 A(D) 中 所 有 元 


素 之 和 等 子 边 数 ,这 也 正 是 有 向 图 的 握手 定理 ， 

上 述 性 质 表明 ,4(D) 中 所 有 元 素 之 和 为 D 中 长 度 为 1 的 通路 ( 即 边 ) 的 条 数 ， Уа я 
DD 中 长 度 为 1 的 回路 ( 即 环 ) 的 条 数 . 现在 考虑 A(D) 的 2 К А = (ах, , 其 中 а® = 
Улавар. р ВС) „аа Тч о, 邻接 到 顶点 w 的 边 数 乘 以 顶点 内 邻 
接 到 顶点 vj 的 边 数 , 即 顶点 vi 到 顶点 vj 的 长 度 为 2 的 通路 的 条 数 . 从 而 A? 的 元 素 之 和 


7.4 欧 拉 图 


У) ја? 等 于 DD 中 所 有 长 度 为 2 的 通路 数 . 这 里 的 通路 可 以 是 复杂 通路 ,包括 回路 在 内 , 且 


是 在 定义 的 意义 下 计数 的 . 而 < 多 为 w 到 自身 长 度 为 2 的 回路 数 , Уа? 等 于 D 中 所 有 长 度 
为 2 的 回路 数 . 根据 这 个 思路 不 难 用 归纳 法 证 明 下 述 定理 . 

定理 7.3.1 设 4 为 有 向 图 D 的 邻接 矩阵 ,D ЙОТА У (о оосо, ДА 00 
ИК А21) ЛЯ а Я О фо, 9] о, КА 1 НИИ, НИР ар Я и 到 自身 长 度 为 ! 的 


回路 数 , 而 >) > ay 为 万 中 长 度 为 ! 的 通路 总 数 ,其 中 > ag 为 D 中 长 度 为 1 的 回路 总 数 . 


i=1 ј=1 


推论 в, РАНА А! (21), АВЖ У) 》 0 为 DD 中 长 度 小 于 或 等 于 1 


i=1 j=1 


的 通路 数 ,其 中 > 为 D 中 长 度 小 于 或 等 于 1/ 的 回路 数 . 
前 面 已 经 计算 出 图 7. 3. З 所 示 有 向 图 D 的 邻接 矩阵 4 ,下 面 给 出 А? ,43 ,A'. 


0021 001 3 0034 
0 0 0 1 0 0 1 1 人 人 В 
А? = ‚ 43 = == 5 
0011 9.0.1 2 0023 
0012 0023 0 0 3 5 


МА! 到 44 不 难看 出 ,D 中 wz 到 ww 长 度 为 1,2.3,4 的 通路 分 别 为 0,1,1,2 Ж. ww 到 自身 长 
度 为 1,2,3,4 的 回路 分 别 为 1,2,3,5 条 ,其 中 有 复杂 回路 . D 中 长 度 小 于 或 等 于 4 的 通路 
有 53 条 ,其 中 有 15 条 回路 . 

定义 7.3.4 设 0= (У.Е) 39 .У= (0,0, о, ). 令 
—_ 1, эЖу,, 
2 |0, 否则 . 
称 (pj),xs 为 D 的 可 达 和 矩阵 , 记 作 PCD) , 简 记 为 Р. 

由 于 VwEV,uw 一 w ,所 以 P(D) 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 1. 

由 图 7. 3.2 和 图 7. 3. 3 所 示 有 向 图 的 可 达 和 矩阵 分 别 为 


Ds 


лот 1111 
1 0:1 0 1 1 1 
Р, = ‚ Р, = 。 
0011 0 0 1 1 
0001 0011 


由 定理 7.2. 1 和 定理 7. 3. 1 的 推论 可 知 ,只 要 计算 出 B,_1 ,由 也,-: 的 元 素 БУ (7, 
1,2, п НЕРЖ отн р 的 可 达 和 矩阵 . ЖЕ ps 总 为 1 
(i 二 1,2,…,n), 它 与 B,_1 无 关 . 


7.4 欧 拉 图 


1736 年 ,瑞士 数学 家 列 昂 哈 德 。 欧 拉 发 表 了 第 一 篇 图 论 的 论文 “ 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 .” 
这 个 问题 是 这 样 的 : 哥 尼斯 堡 城市 有 一 条 横贯 全 城 的 普 雷 格 尔 河 , 城 的 各 部 分 用 七 座 桥 连 


© 第 7 章 图 论 


接 (如 图 7.4. 1(a) 所 示 ) ,每 逢 假日 ,城中 居民 进行 环 城 放 游 ,这 样 就 产生 了 一 个 问题 ,能 不 
能 设计 一 个 “ 遍 游 ”, 使 得 从 某 地 点 出 发 对 每 座 跨 河 桥 只 走 一 次 ,遍历 了 七 桥 之 后 又 回 到 


原 地 . 
Б6р А 
А С А С 
РАСА 
(а) (b) 
图 7.4.1 


欧 拉 于 1736 年 解决 了 上 述 问题 ,他 将 四 块 地 与 七 座 桥 间 的 关系 抽象 成 图 ,其 中 四 块 地 
分 别 抽象 成 四 个 顶点 ,而 两 陆地 之 间 的 桥 抽象 成 边 ,如 图 7. 4. 1(b) 所 示 . 这 样 , 上 述 哥 尼斯 
堡 七 桥 问题 转化 为 图 7. 4. 1(b) 中 是 否 存 在 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 问题 了 ,从 而 使 
得 问题 简化 . 在 此 基础 上 , 欧 拉 得 出 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 是 无 解 的 . 

欧 拉 在 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 的 论文 中 ,提出 并 解决 了 一 个 更 具有 一 般 性 的 问题 ; 在 
满足 什么 条 件 下 ,图 G 可 以 找到 一 条 通过 G 中 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 呢 ? 具有 这 种 特 
点 的 图 我 们 称 之 为 欧 拉 图 . 

定义 7.4.1 通过 图 (无 向 图 或 有 向 图 ) 中 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 行 遍 所 有 项 点 的 通路 称 
为 欧 拉 通 路 . 通过 图 中 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 行 遍 所 有 顶点 的 回路 称 为 欧 拉 回 路 .具有 欧 拉 回 
路 的 图 称 为 欧 拉 图 . 具有 欧 拉 通路 而 无 欧 拉 回路 的 图 称 为 半 欧 拉 图 . 

Е 以 上 定义 既 适 合 无 向 图 ,又 适合 有 向 图 . 平凡 图 是 欧 拉 图 . 

从 上 面 定义 可 以 看 出 ,图 С 的 欧 拉 通路 或 欧 拉 回路 恰好 经 过 G 的 每 条 边 各 一 次 . 一 笔 
画 游 戏 与 欧 拉 通路 或 欧 拉 回 路 有 着 十 分 密切 的 联系 .所谓 一 笔画 问题 就 是 : 笔 不 离开 纸 ,每 
边 只 能 画 一 次 ,不 允许 重复 ,将 图 画 出 , 称 该 图 能 一 笔画 出 . 一 笔画 与 欧 拉 回 路 或 欧 拉 通路 之 
间 有 下 述 关系 : 

(1) 一 个 图 如 果 能 够 一 笔画 出 ,并 且 终 点 回 到 起 点 , 则 等 价 于 该 图 存在 欧 拉 回路 ; 

(2) 一 个 图 如 果 能 够 一 笔画 出 ,但 终点 与 起 点 不 同 , 则 等 价 于 该 图 仅 存 在 欧 拉 通路 ; 

(3) 如 该 图 不 能 一 笔画 出 , 则 等 价 于 该 图 不 存在 欧 拉 通路 和 欧 拉 回路 . 

例如 图 7.4.2 给 出 了 三 类 型 的 图 . 


2 | 5, А 4 5, А 4 
(6) (с) 
М 7.4.2 
定理 7.4.1 无 向 图 G 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 G 是 连通 的 且 没有 奇 度 顶点 . 


ЧЕН 者 G 为 平凡 图 ,结论 显然 成 立 . 
车 GG 为 非 平 凡 图 , 设 G 是 m 条 边 的 n 阶 无 向 图 ,其 顶点 集 V 二 {vi um) 


7.4 欧 拉 图 Ф 


必要 性 . 因为 G 为 欧 拉 图 ,所 以 图 G 存在 欧 拉 回路 , 设 C 为 G 中 任意 一 条 欧 拉 回 路 . 
Уо. ЄУ, оо, ЕС 上 ,因而 vi,vj 连 通 , 所 以 G 为 连通 图 .又 УчЕУ ЕС 上 每 出 
现 一 次 获得 2 度 , 若 出 现 上 次 就 获得 2k 度 , 即 du) 一 2 ,所 以 С 中 无 奇 度 顶 点 . 

充分 性 . 因为 G 为 非 平凡 的 连通 图 , 边 数 mm 三 1. 对 т 作 归 纳 证 明 . 

(1) m 二 1 时 ,由 С 的 连通 性 及 无 奇 度 顶点 可 知 .G 只 能 是 一 个 环 ,因而 С 为 欧 拉 图 . 

(2) 设 mk(k 宇 1) 时 结论 成 立 , 下 面 证 明 mm 二 k 十 1 时 ,结论 也 成 立 . 由 С 是 连通 图 且 
无 奇 度 顶 点 ,6(G) 宇 2. 可 以 证 明 С 中 必 含 圈 , 设 C 为 G 中 一 个 圈 . 删除 C 上 的 全 部 边 ,得 
G 的 生成 子 图 G'. 设 G 有 ;个 连通 分 支 G1,Gs，,…,G;, 每 个 连通 分 支 至 多 有 上 条 边 , 且 无 奇 
度 顶 点 . 设 Gi 与 C 的 公共 顶点 为 vi ,i 二 1,2,…,s. 由 а 
归纳 假设 可 知 ,G1,G2 СОЕ З РЯ, РА і ВЕ Е 
欧 拉 回 路 . 设 Ci 为 Gi 中 一 条 欧 拉 回路 ,i 二 1,2,…,s. 从 
某 个 顶点 о, 开始 沿 C 行走 ,每 遇 到 о , 就 行 遍 C;, 回 到 
оу РНЕ С 行走 ,最 后 回 到 vw, 得 到 一 条 回路 о, е-е 
оо ор тор тор оу то, 此 回路 经 过 G 中 每 


条 边 一 次 且 仅 一 次 并 行 遍 С 中 所 有 的 顶点 , 它 是 G 中 Е 
的 一 条 欧 拉 回路 ( 见 图 7. 4. 3) ,得 证 С 为 欧 拉 图 . 
定理 7.4.2 无 向 图 G 是 半 欧 拉 图 当 且 仅 当 G 是 连通 的 且 恰 有 两 个 奇 度 顶点 . 


证 明 必要 性 . 设 G 是 m ЖИМ п 阶 无 向 图 ,因为 G 是 半 欧 拉 图 ,因而 G 中 存在 欧 拉 
通路 (但 不 存在 欧 拉 回路 ). 设 Го; ej о "ео, ео: С 中 一 条 欧 拉 通 路 ,vi Ро. СМ 
连通 性 是 显然 的 УэСУ(С), то КЕ Г ИЖ, ВЕЧЕ Г НЫЙ А (> 次 ,每 次 获得 2 
Е асо) = 28: о Г 的 端点 ,由 于 2 个 端点 是 不 同 的 且 不 相 邻 ,vw 作为 端点 只 能 出 现 
一 次 ,获得 1 度 , 它 还 可 能 作为 非 端点 出 现 若 干 次 ,每 次 获得 2 度 , 故 d(v) 为 奇数 . 

充分 性 . 设 G 的 两 个 奇 度 顶点 分 别 为 we 和 um, 对 G 加 新 边 (u,w), 得 G=GU 
(ио). G' 连通 且 无 奇 度 顶点 .由 定理 7. 4. 1,G' 为 欧 拉 图 ,因而 存在 欧 拉 回 路 С’, 
C=C' 一 (ws,vo) 为 G 中 一 条 欧 拉 通路 ,得 证 G 是 半 欧 拉 图 . 

由 定理 7.4.2, 图 7.4.2 中 (b) 是 半 欧 拉 图 ,但 (c) 不 是 半 欧 拉 图 . 

对 于 有 向 图 ,类 似 地 有 下 述 定理 . 

定理 7.4.3 有 向 图 D 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 DD 是 强 连通 的 且 每 个 顶点 的 入 度 等 于 出 度 . 

定理 7.4.4 有 向 图 D 是 半 欧 拉 图 当 且 仅 当 DD 是 单 向 连通 的 且 恰 有 两 个 奇 度 顶 点 ,其 
中 一 个 顶点 的 人 度 比 出 度 大 1, 另 一 个 顶点 出 度 比 入 度 大 1, 而 其 余 顶 点 的 入 度 等 于 出 度 . 

例如 ,图 7.4.4 所 示 3 个 有 向 图 中 ,只 有 (a) 是 欧 拉 图 ,没有 半 欧 拉 图 . 


М о a 
еу ец е, е; е, е; ец 
е е е; 
一 о ‹ = > = 
(а) (5) (©) 
图 7.4.4 


由 定理 7.4.1, 图 7.4.5(a) 图 为 欧 拉 图 ,本 图 既 可 以 看 成 圈 


201105 Ug U1 + 02103 Us 105 + Us Us 06104 + Ue U7 Ug Ue 
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的 并 (将 4 个 圈 画 在 图 (b) 中 ) ,也 可 看 成 圈 

UI V2 0304 Us Us 03 Ug U1 与 圈 Vz U4 Us Ug U2 
之 并 (两 个 圈 画 在 图 (c) 中 ). 将 图 (a) 分 解 成 若干 个 边 不 重 的 圈 的 并 不 是 图 (a) 所 特有 的 性 
质 , 任 何 欧 拉 图 都 有 这 个 性 质 . 


Л З 3 а ш 0 оу я 72 Е] 
2, 
о, 
be ЧІ 
vs и; 4 о 0% щ ощ 
Us 204 
| _ 
у РА 2. м 5 
07 26 四 р 96 Ve 5 % 5 
(а) (Б) (с) 


图 7.4.5 


定理 7.4.5 G 是 非 平凡 的 欧 拉 图 当 且 仅 当 G 是 连通 的 且 是 若干 个 边 不 重 的 圈 的 并 . 

本 定理 可 用 归纳 法 证 明 . 

证 明 必要 性 只 需 证 明 G 不 是 1 边 -连通 图 , 即 证 明 G 的 任意 一 边 e 都 不 是 桥 . 设 
C 是 一 条 欧 拉 回路 ,e 在 C 上 ,因而 p(G 一 e) 二 p(G), 故 。 不 是 桥 . 

充分 性 ”采用 构造 性 证 明 , 它 提供 了 一 种 求 欧 拉 回 路 的 算法 一 一 逐步 插入 回路 法 . 下面 
介绍 另 一 种 更 简单 的 求 欧 拉 回路 的 算法 一 一 Fleury 算法 , 它 的 基本 思想 是 能 不 走 桥 就 不 

Fleury 算法 : 

(1) Ж о = EV(G), 令 Р, = ,i=0. 

(2) ЁР, = ще лез "его. ШЖ Е (С) — {е ез." е) 中 没有 与 二 关联 的 边 , 则 计算 
停止 ;否则 按 下 述 条 件 从 下 (G) 一 {ei:es，…,e;} 中 任 取 一 条 边 esi: 

Фен о, 相关 联 ; 

© 除非 无 别 的 边 可 供 选 择 ,否则 er 不 应 该 为 G; 二 G 一 {er ег." зе} 中 的 桥 . 

Жен = (0.01), ео ИА. РИ Ри. 

(3) 令 i=i 二 1, 返回 (2). 

可 以 证 明 , 当 算法 停止 时 所 得 简单 回路 Р, 二 wevies*…emvm (vn 二 wo) 为 G 中 一 条 欧 拉 
回路 . 

例 7.4.1 图 7.4.6(a) 是 一 个 欧 拉 图 .用 Fleury 算法 在 这 个 图 中 找 欧 拉 回路 时 , 走 了 
简单 回路 12262033 U4E14 Чу е1о 0261 01 ёв Ов е9 U2 之 后 ,无 法 进行 下 去 , 试 分 析 在 哪 步 犯 错误 了 . 

解 ” 记 这 个 图 为 G. 当 走 到 vs 时 ,G 一 {es ,es ,eu etoyetlyes} 如 图 7.4.6(b) 所 示 . 此 时 ез 
为 该 图 中 的 桥 , 而 er ,en 均 不 是 桥 . 不 应 该 走 es ,而 应 该 走 er 或 ea. 而 选择 了 es ,这 一 步 违 反 
了 算法 中 (2) 的 条 件 @, 即 能 不 走 桥 就 不 走 桥 的 规定 . 正确 的 走 法 是 

120262 036310414 0910 U2C1 UI ез 0811 09 е2 U6 C13 U4 е4 05 е5 106 66 От ет Us е9 02. 

注意 ,在 vs 处 选择 e; ,在 о ДЕН es 等 ,当时 es ,es 都 是 桥 , 但 当时 除 这 些 桥 之 外 无 别 的 路 可 
走 .按照 算法 ,只 有 在 这 种 情况 下 才 可 以 选择 桥 . 同样 的 道理 , 当 第 一 次 走 到 vs 时 必须 选择 
el 或 es ,而 不 能 选择 es. 


(3 
о 
9 
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eg e9 е e9 
% р 
[7 ри ЕТ 
а ец ең Ы А ец el4 
е7 е ет ер 
ез ез е4 
г: % е5 2; 17 % % е Us 
(a) (Б) 
图 7.4.6 


7.5 哈密 顿 图 


与 欧 拉 回 路 相 类 似 的 问题 是 哈密 顿 回路 问题 . 这 个 问题 是 哈密 顿 (Hamilton ) Е 
1857 年 发 明 的 智力 题 . 在 给 他 的 朋友 的 一 封 信 中 描述 了 一 个 
关于 木质 十 二 面体 ( 见 图 7. 5. 1) 的 数学 游戏 : 一 个 人 在 十 二 面 
体 的 任意 五 个 相继 的 顶点 上 插 上 五 根 大 头 针 ,形成 一 条 路 ,要 : 
求 另 一 个 人 扩展 这 条 路 以 形成 一 个 经 过 所 有 项 点 的 圈 ( 称 这 样 
的 圈 为 生成 圈 ). 十 二 面体 的 20 个 顶点 用 世界 上 的 不 同城 市 作 
标记 . 智力 题 要 求 从 一 个 城市 开始 , 沿 十 二 面体 的 边 旅行 ,访问 
其 他 19 个 城市 每 个 恰恰 只 有 一 次 , 回 到 第 一 个 城市 结束 . 他 把 
这 个 问题 称 为 周游 世界 问题 . 

对 于 任何 一 个 连通 图 都 可 以 提出 类 似 的 问题 . 

定义 7.5.1 在 图 G 中 ,经 过 G 的 每 个 顶点 的 路 称 为 G 的 哈密 顿 路 ,经 过 G 的 每 个 顶 
点 的 圈 称 为 G 的 哈密 顿 回路 .具有 哈密 顿 回路 的 图 称 为 哈密 顿 图 具有 哈密 顿 路 但 不 具有 
哈密 顿 回 路 的 图 称 为 半 哈 密 顿 图 . 

注 平凡 图 都 是 哈密 顿 图 . 

例 7.5.1 画 出 含 4 个 顶点 的 连通 图 分 别 是 : 

(1) 哈密 顿 图 和 欧 拉 图 ; 

(2) 哈密 顿 图 和 半 欧 拉 图 ; 

(3) 哈密 顿 图 但 不 是 半 欧 拉 图 ; 

Са) 欧 拉 图 和 半 哈 密 顿 图 ; 

(5) 欧 拉 图 但 不 是 半 哈 密 顿 图 ; 

(6) 半 欧 拉 图 和 半 哈 密 顿 图 . 

解 ” 如 图 7.5.2 所 示 .(1) 连 通 图 为 (a) .(2) 连 通 图 为 (b),(3) 连 通 图 为 (c),(4)、(5) 不 
存在 满足 此 条 件 的 图 ,(6) 连 通 图 为 (d). 

首先 给 出 判断 一 个 图 具有 哈密 顿 路 的 充分 条 件 . 


图 7.5.1 
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Я 7.5.2 


定理 7.5.1 设 图 G 是 有 n 个 顶点 的 简单 图 ,u,v 是 图 G 的 任意 两 顶点 ,如 果 dx) 十 
d(v) 宇 n 一 1, 则 图 G 存在 一 条 哈密 顿 路 . 

证 明 首先 证 明 图 G 是 连通 图 . 若 图 G 有 两 个 或 更 多 互 不 连通 的 分 图 , 设 一 个 分 图 含有 
т АА МЕСТ и. 另 一 个 分 图 含有 x 个 结 点 , 任 取 一 个 结 点 w. 由 题 知 Со) < 
т — 1,4 п: — 1, ВОН Ася НАС т 十 一 2 过 n 一 1, 这 与 题 设 矛盾 , 故 图 С 为 连通 图 . 

其 次 ,我 们 从 一 条 边 出 发 构造 一 条 路 ,证 明 它 是 哈密 顿 路 . 

设 图 G 中 有 p 一 1 ЖЗ, рп, НЕВЕ ол ооз еее ор. 如 果 有 vw 或 ww 邻接 于 不 
在 这 条 路 上 的 一 个 结 点 ,我 们 可 以 扩展 这 条 路 ,使 它 包含 这 一 个 结 点 ,从 而 得 到 р 条 边 的 
路 .否则 , vi 和 vw 都 只 邻接 于 这 条 路 上 的 结 点 ,我 们 证 明 在 这 种 情况 下 ,存在 一 条 回路 包含 
结 点 如 ,v2,… vp. 车 邻接 于 ор, о ооо о "ее ,vs ,wy 即 为 所 求 的 回路 .假设 与 mm 邻接 的 结 


П 

RE 
点 集 是 (0,00 ооо, р. 261, т, 6), <р 1. ШЖ АВТ, 
Ош 99901 po 中 之 一 ,譬如 说 Vi-1 ,如 图 7. 5.3(a) 所 示 ，mvzs Vj-1UpUp—1""" UU 
是 所 求 的 包含 结 点 wm оо о ее ор 的 回路 . 


т а С С 
Зи в 02279 и Е а" - 
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如 果 о, ЖАВ ТР ооо о РНЕ. Д w 至 多 邻接 于 p 一 k 一 1 个 结 点 ， 
або) <р 1.0) =. ао, ) Басо) <р 1+6=р-1<п—1. о 与 о, 度数 
ЖЖ 60 п 2.908. 

至 此 ,我 们 有 包含 所 结 点 о ,vs，,…,v 的 一 条 回路 ,因为 G 是 连通 的 ,所 以 在 G 中 必 有 一 
个 不 属于 该 回路 的 结 点 о, 与 ww…v 中 的 某 一 个 结 点 vw 邻接 ,如 图 7. 5. 3(b) 所 示 ,于 是 就 到 
一 条 包含 р ЖИ Со, ор ов ур о 0p-19 D091 tp， Uh-1). 如 图 7. 5. З(с) АТ 
示 , 重 复 前 面 构造 方法 ,直至 得 到 "一 1 条 边 的 路 . 

例 7.5.2 在 七 天 内 安排 七 门 课程 的 考试 .使 得 同一 位 教师 所 担任 的 两 门 课程 考试 不 


7.5 哈密 顿 图 令 


安排 在 连续 的 两 天 , 试 证 如 果 没有 教师 担任 多 于 四 门 课程 , 则 满足 上 述 要 求 的 考试 安排 总 是 
可 能 的 . 
ЧЕН 设 图 G 含有 七 个 顶点 ,每 一 个 顶点 对 应 一 门 课程 的 考试 ,如 果 这 两 个 顶点 对 应 
的 课程 的 考试 是 由 不 同 教师 担任 的 ,那么 这 两 个 顶点 之 间 用 边 连 接 . 由 于 每 个 教师 所 任 的 课 
程 不 超过 4 门 , 所 以 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 3, 任 两 个 顶点 度数 的 和 大 于 等 于 是 6, 故 图 G 
总 含 一 条 哈密 顿 路 , 即 对 应 于 一 个 七 门 考试 科目 的 一 个 适当 安排 . 
例 7.5.3 某 地 有 5 个 风景 点 ,如 果 每 个 风景 点 都 有 两 条 道路 与 其 他 风景 点 相通 . 问 游 
人 可 否 经 过 每 个 风景 点 一 次 且 仅 一 次 而 游 完 这 5 处 ? 
解 将 5 个 风景 点 抽象 成 是 5 个 顶点 , 任 两 风景 点 间 的 道路 看 成 是 无 向 边 , 则 得 到 含有 
5 个 顶点 的 无 向 图 . 因为 每 个 顶点 有 两 条 边 与 其 他 顶点 相通 , 故 每 个 顶点 的 度数 均 大 于 等 
于 2, 从 而 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 的 度数 之 和 大 于 等 于 4, 正好 为 总 顶点 数 减 1. 故此 图 中 存 
一 条 哈密 顿 通路 ,因此 本 题 有 解 . 
与 欧 拉 图 的 情形 相反 ,到 目前 为 止 , 人 们 还 没有 找到 判断 一 个 图 为 哈密 顿 图 的 充分 必要 
条 件 . 我 们 首先 给 出 一 个 判定 哈密 顿 图 的 一 个 简单 而 有 效 的 必要 条 件 . 
定理 7.5.2 设 无 向 图 G 是 哈密 顿 图 , 则 对 于 V 的 每 个 非 空 真子 集 S, 均 有 
006—5) <| 5 |. (7.5.1) 
证 明 设 C 是 G 的 任意 一 条 哈密 顿 圈 , 则 对 于 V 的 每 个 非 空 真 子 集 S , 均 有 
m(C 一 S) <| S |. 
同时 ,C 一 S 是 G 一 S 的 生成 子 图 ,因而 
w(G—S) <и(С- $5). 
定理 得 证 . 
上 述 定 理 给 出 哈密 顿 图 判定 的 必要 条 件 ,但 不 是 充分 条 件 ,可 以 验证 彼得 松 (图 7.1.4(a)) 
虽然 满足 定理 中 的 条 件 , 但 是 它 不 是 哈密 顿 图 . 下 面 讨 论 无 向 图 具有 哈密 顿 路 的 充分 条 件 . 
现在 讨论 图 是 哈密 顿 图 的 充分 条 件 . 下 面 给 出 一 个 简单 图 是 哈密 顿 图 的 判断 条 件 . 
我 们 从 狄 拉克 (Dirac) 给 出 的 一 个 结果 开始 讨论 . 
定理 7.5.3 若 G 是 含 个 顶点 的 简单 图 , 且 п223.022п/2. 0] G 是 哈密 顿 图 . 
证 明 用 反 证 法 . 假设 定理 不 成 立 , 设 С ЛЕ п 3 和 6>/2 的 极 大 ( 即 边 数 达 到 最 大 ) 
非 哈密 顿 简单 图 . 由 于 nn 三 3, 所 以 G 不 能 是 完全 图 . и Мо 是 G 的 不 相 邻 顶点 ,根据 С 
的 选择 ,G 十 uv 是 哈密 顿 图 . 并 且 , 由 于 С 是 非 哈密 顿 图 ,G 十 xm 的 每 个 哈密 顿 圈 必 然 包含 
边 wo ,于 是 在 С 中 存在 起 点 为 ии, АЯ ио, 的 哈密 顿 路 uvw…uw. № 
S={v|wEE} 和 Т = {v | оо Є Е). 
由 于 w 针 SUT, 故 有 
ISUTI<=<n, (7.5.2) 
而 且 
ISNTI=0. С7.:5:3) 
因为 若 S 门 工 包含 某 个 顶点 ui, 则 G 将 包含 哈密 顿 圈 ,与 假设 矛盾 ( 见 图 7. 5. 4). 
利用 式 (7. 5.2) 和 式 (7. 5. 3) 得 到 
а(и) Рабо) =| SI+ITI=ISUTI+ISnTI 一 > (7.5. 4) 
但 是 这 与 62/2 的 假设 矛盾 . 
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邦 迪 (Bondy) 和 赫 瓦 塔 尔 (Chvatal) 于 1974 年 发 现 定理 7. 5. 3 的 证 明 可 以 修改 ,得 到 比 
狄 拉 克 更 有 力 的 充分 条 件 . 他 们 的 方法 基于 如 下 引 理 . 
引 理 7.5.1 设 G 是 含 n 个 顶点 的 简单 图 ,ww Мо 是 图 G 中 不 相 邻 的 两 顶点 , 且 满足 
а(и) + а) 2 п. 67.5:5) 
则 С 是 哈密 顿 图 的 充分 必要 条 件 为 G 十 vv 是 哈密 顿 图 . 
证 明 若 G 是 哈密 顿 图 , 则 显然 G 十 uv 也 是 哈密 顿 图 . 反之 ,假设 G 十 uv 是 哈密 顿 图 ， 
而 G 不 是 ,那么 类 似 定理 7.5. 2 的 证 明 , 可 得 (7. 5. 4) 式 .这 与 假设 条 件 (7. 5. 5) 式 矛盾 . 
引 理 7.5.1 启 发 出 下 述 定义 : G 的 闭 包 是 指 用 下 述 方法 从 С 中 得 到 的 一 个 图 .反复 连 
接 G 中 度 之 和 不 小 于 的 不 相 邻 的 顶点 对 .直到 没有 这 样 的 顶点 对 存在 为 止 .用 c(G) 表示 
С 的 闭 包 . 
引 理 7.5.2 图 G 的 闭 包 c(G) 是 唯一 确定 的 . 
证 明 设 G 和 G, 是 用 下 述 方法 从 G 中 得 到 的 两 个 图 : 反复 连接 G 中 度 之 和 不 小 于 
п 的 不 相 邻 顶点 对 ,直到 没有 这 样 的 顶点 对 存在 为 止 .用 eaes…ew 和 /1/，… /fs 分别 表 示 在 
构造 Gl ЖС, 过 程 中 的 那些 添加 给 G 的 边 的 序列 ,我 们 将 证 明 每 条 e 是 G, 的 边 ,而 每 条 
fj 是 Gi 的 边 . 
如 有 可 能 , 设 ен, = мо 是 序列 езе "е, 中 第 一 条 不 属于 С 的 边 . 置 Н=С- (ере "е. № 
С 的 定义 ,在 图 НЯ 
d(uw + АС) > п. 
根据 e+ 的 选择 , Н 是 Gs 的 子 图 . 因此 在 图 G: 中 有 
d(wW + А) > п. 
这 就 导致 蔬 盾 ,因为 在 Gs 中 w 和 w 是 不 相 邻 的 .所 以 每 条 ei; 都 是 Gs 的 边 , 并 且 类 似 地 ,每 条 
;也 都 是 Gi 的 边 .因此 С=С, В c(G) 是 唯一 确定 的 . 
图 7.5.5 表明 了 有 五 个 顶点 的 一 个 图 G 的 闭 包 的 构造 过 程 . 在 这 个 例子 中 c(G) 是 完 
全 图 ,但 需要 注意 ,这 并 不 意味 着 闭 包 一 定 是 完全 图 . 


CO 


图 7.5.5 


定理 7.5.4 一 个 简单 图 是 哈密 顿 图 当 且 仅 当 它 的 闭 包 是 哈密 顿 图 . 

证 明 在 构造 闭 包 的 过 程 中 ,每 添加 一 条 边 就 应 用 一 次 引 理 7. 5. 2, 即 可 证 明 本 定理 . 

容易 看 出 ,所 有 至 少 有 3 个 顶点 的 完全 图 都 是 哈密 顿 图 ,因而 由 定理 7. 5. 3 可 得 下 述 
结果 . 
推论 САА 个 顶点 的 简单 图 (n 宇 3). 若 (ОИ, С 是 哈密 顿 图 . 
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邮递 员 的 工作 是 : 从 邮局 出 发 ,递送 邮件 ,然后 再 返回 邮局 . 显然 ,他 必须 经 过 他 投递 
范围 内 的 每 一 条 街道 至 少 一 次 . 在 这 个 前 提 下 ,希望 选择 一 条 尽 可 能 短 的 路 线 . 这 个 问题 为 
中 国 邮 递 员 问题 . 

定义 7.6.1 对 图 С 的 每 一 条 边 。 可 赋 以 一 个 实数 w(e) , 称 为 е ИЖ. С 连同 其 边 上 


的 权 称 为 赋 权 图 . 在 一 个 赋 权 图 中 , 回路 осел о … ,esvo 的 权 定义 为 хе). 


显然 ,中 国 邮递 员 问 题 就 是 在 具有 非 负 权 的 赋 权 连通 图 中 找 出 一 条 最 小 权 的 回路 . 这 种 
回路 就 称 为 最 优 回路 . 
若 G 是 欧 拉 图 , 则 С 的 任何 欧 拉 回路 都 是 最 优 回路 ,因为 欧 拉 回 路 是 一 条 通过 С 的 每 
条 边 恰 好 一 次 的 回路 . 在 这 种 情形 下 ,中 国 邮递 员 问 题 是 容易 解决 的 ,因为 在 欧 拉 图 中 ,存在 
着 确定 欧 拉 回路 的 算法 . 弗 洛 伊 德 (Floyed) 提 出 的 算法 ,该 算 法 通过 依次 描画 一 条 迹 的 方法 
来 构造 欧 拉 回 路 ,而 这 种 描画 满足 条 件 : 在 每 一 步 中 ,未 描画 的 子 图 的 割 边 当 且 仅 当 没有 别 
的 边 可 选择 时 才 被 描画 . 
下 面 给 出 另外 一 种 构造 欧 拉 回路 的 算法 , 即 弗 洛 伊 德 算法 . 
算法 1 弗 洛 伊 德 算法 : 
procedure Floyed(G: 带 权 简单 图 ) 
(СЖ о о.о, А о Сосо) НР Со ,wv) 不 是 边 , 则 оо yu) 一 co. 
fori :=1 ton 
forj :=1 ton 
або 50) = (оу) 
fori :=1 0л 
for7 :=1 ton 
fork :=1 ton 
НС ,v0)+d(v уо) <аСо ль) 
then (о; yw) += (о; „и, ) Бабо оь) 
(асо о Е о Бо, 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 } 


根据 这 个 算法 可 知 , 弗 洛 伊 德 算法 作出 С 中 的 一 条 迹 . 下 面 的 定理 保证 了 弗 洛 伊 德 算 
法 的 正确 性 . 

定理 7.6.1 #7 G 是 欧 拉 图 , 则 G 中 任 一 用 弗 洛 伊 德 算 法 作出 的 通路 都 是 С 的 欧 拉 
回路 . 

证 明 СКК оо, оет "ео, 是 G 中 用 弗 洛 伊 德 算法 作出 的 迹 . 显然 ,终点 
mw 在 G, 中 的 度 必 然 为 零 . 由 此 推 知 , о, 一 v ,换言之 ,zw 是 闭 迹 . 

现在 假设 zw 不 是 С 的 欧 拉 回路 ,并 且 设 S 是 G, 中 度 为 正 的 顶点 集 . 那 么 ,S 是 非 空 
的 , 且 о,Є5, 8 5=У\5. И т 是 使 得 v, ES 以 及 vr ES 的 最 大 整数 . 由 于 rw 终止 
于 S, 所 以 est1 是 G。 中 [ S,S ] 的 仅 有 的 一 条 边 ,因此 也 就 是 Gu 的 一 条 制 边 ( 见 图 7. 6. 1). 

Желе С.М un 关联 的 另外 任意 一 条 边 . 可 以 推 得 (第 2 步 ): e 必然 也 是 G, 的 一 条 
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制 边 ,因而 是 G, [LS] 的 制 边 .但 是 由 于 с,[$]=56,[$], М С„[$] 中 的 每 个 顶点 都 是 偶 
点 .可 是 由 此 推出 GL[S] 没 有 割 边 ,导致 矛盾 . 

若 G 不 是 欧 拉 图 , 则 С 的 任何 回路 ,特别 是 G 的 最 优 回路 ,将 通过 某 些 边 仅 一 次 . 例如 ， 
在 图 7.6. 2(a) 中 ,zuyrzuuzrzuyzazuuzxyz 是 最 优 回路 ,注意 边 ur,xy,yw 和 wv 都 被 这 条 回 
路 通过 两 次 . 


图 7.6.2 


现在 引进 有 关 一 条 边 的 重复 运算 是 方便 的 . 将 边 e 的 两 个 端点 再 用 一 条 权 为 w(e) 的 新 边 
连接 时 , 称 边 e 为 重复 的 . 在 图 7. 6. 2(a) 中 ,把 边 wz、zy、yw 和 wv 重复 ,得 到 图 7. 6.2(b) 所 表 
示 的 图 . 

现在 可 以 把 中 国 邮递 员 问 题 重 新 叙述 如 下 : 给 定 一 个 具有 非 负 权 的 赋 权 图 С. 

(1) 用 添加 重复 边 的 方法 求 G 的 一 个 欧 拉 赋 权 母 图 G* 使 得 

У) во 尽 可 能 的 小 ; 
eEE(G”)NE(G) 

(2) 求 G* 的 欧 拉 回路 . 

这 个 问题 和 中 国 邮 递 员 问 题 的 等 价 性 ,可 以 从 下 述 对 应 关系 得 到 , 即 图 С 的 一 条 经 过 
边 e 为 m(e) 次 的 回路 ,对 应 于 由 С Же 重复 m(e) 一 1 次 而 得 到 图 中 的 一 条 欧 拉 回路 ,反之 

哈密 顿 图 与 旅行 售 货 商 问题 密切 相关 . 问题 是 这 样 的 : 某 售 货 商 计 划 到 许多 城市 去 宣 
传 产 品 ,他 想 经 过 每 个 城市 一 次 最 后 返回 他 的 办 公 室 ,要求 所 用 的 时 间 最 少 . 首先 应 对 此 问 
题 进行 建 模 ,我 们 利用 加 权 图 ,其 中 每 个 顶点 代表 一 个 城市 ,两 个 顶点 相 邻 代表 对 应 的 城市 
存在 直达 公路 , 边 上 的 正 数 . 即 权 代表 从 边 的 一 个 端点 到 另 一 个 端点 的 旅行 时 间 . 为 了 解决 
旅行 售 货 商 问题 ,我 们 需要 在 图 中 寻找 具有 最 小 权重 之 和 的 哈密 顿 图 ,此 图 称 为 最 小 加 权 哈 
密 顿 图 . 

旅行 售 货 商 问题 可 以 借助 图 相关 知识 解决 . 下 面 给 出 最 短路 径 算法 , 即 迪 杰 斯 特 拉 
(Dijkstra) 算 法 . 此 算法 用 于 计算 一 个 节点 到 其 他 所 有 节点 的 最 短路 径 . 主要 特点 是 以 起 始 


7.6 应 用 举例 


点 为 中 心 向 外 层 层 扩展 ,直到 扩展 到 终点 为 止 . 

本 算法 采用 标号 表述 方式 , 求 给 定 起 始点 5 到 每 一 点 的 最 短路 径 . 在 计算 过 程 中 ,赋予 
每 一 个 顶点 v 一 个 标号 !Co) 一 (0(o) ,ls(v)), 在 wv 的 永久 标号 1(v) 中 , 1 Со) 是 从 > 到 
的 距离 , д Со) 是 ; о 的 最 短路 径 上 w 的 前 一 个 顶点 ; 当 1(v) 是 临时 标号 时 , Д Со) 和 
ls(v) 分 别 是 当前 从 5 经 过 永久 标号 的 顶点 到 о 的 长 度 最 短 的 路 径 上 wv 的 前 一 个 顶点 和 这 
条 路 径 的 长 度 . 

迪 杰 斯 特 拉 算 法 : 

(1) В 105) = (5,0), 100) = (5, +оо) ,i 二 1,u 二 s.(vEV 一 {s) ,Ll(s) 是 永久 标号 ,其 余 标 号 均 为 临时 

标号 ) 

(2) 循环 所 有 与 4 关联 的 临时 标号 的 顶点 о. 

Ф Ж (и) Баби, 0) < (0) (юби, о) Ж и уо 两 顶点 间 边 的 权 值 ) 那么 设置 1(v)= 
(и, 1. (и) + (и, о); 
@ 计算 00) = тіп (1. (о) 16У 且 有 临时 标号 }, 置 !(z) 为 永久 标号 ; 
@ ШЖ i<n, 那 么 设置 u=1,i=i 十 1. 
(3) 对 每 一 个 顶点 и, С.и) = 1. (и), Со) 从 и 开始 回溯 找到 s Жи 的 最 短路 径 . 
(4) 算法 结束 . 


如 果 用 本 算法 求 一 个 图 中 全 部 的 最 短路 , 则 要 以 每 个 点 为 源 点 调用 一 次 迪 杰 斯 特 拉 算 
法 . 至 今 还 没有 找到 解决 货 郎 担 问题 的 更 有 效 算法 , 它 是 众多 NP 难 解 问题 中 的 一 个 . 
例 7.6.1 在 带 权 图 7.6.3 中, 求 从 а 到 其 余 各 点 的 最 短路 径 和 距离 . 
№ aecb,d(a.b)=7; 
aecyd(ayc) 一 5; 
а4,4(а,4)=6; 
aeyd(a'e) 一 2. 
例 7.6.2 现 有 一 代理 商 要 从 她 所 住 城市 出 发 ,乘坐 飞机 到 5 个 城市 ,然后 回 到 出 发 
点 .如 图 7. 6.4 所 示 ,顶点 代表 城市 . h 是 她 所 在 的 城市 . 边 代 表 城 市 间 的 直达 航线 . 问 她 怎 
么 走 才 能 访问 每 个 城市 一 次 且 仅 一 次 ,最 后 回 到 原 出 发 点 ? 


в а 
е 
е b 
а с 
Я 7.6.4 


т ”从 图 中 我 们 可 以 看 出 ,销售 代表 要 到 达 城 市 &, 只 能 经 由 庆 或 e, 因 此 她 的 飞行 路 线 
必须 包括 ed 和 dh. 这 就 使 得 她 必须 走路 线 ce ,否则 她 就 得 走路 线 eh ,但 这 样 一 来 就 提早 的 
形成 了 一 个 圈 hdeh. 同 理 ,她 也 不 能 走路 线 ch. 再 通过 简单 的 分 析 ,找到 两 条 可 行 的 路 线 : 
cb,basah Жї са ,ab,bh. 从 而 得 到 她 的 这 个 行程 应 为 hdecbah 或 者 hdecabh. 当然 ,她 还 可 以 
将 顺序 颠倒 ,得 到 4 条 不 同 的 巡回 路 线 . 
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习 题 7 


1. 给 出 下 面 4 个 图 的 集合 表示 , 画 出 它们 的 图 形 表示 : 
(1) С. =‹У,,Е ,其 中 


У = {о 0,030 05) Е = {Со 1), Ооо ооз), Созо), (0з ооз), oo5))s 
(2) С. = (У.Е), ЖФ 
У, = {о озо 105) „Ез = {Сл 20), (ys) Созу), (05,0), С, 5}; 


(3) р. = (Уз,Ез), Еф 
У, = {а у ,03 015), Ез = {а 15), (а V3) (азо), ov) (5, )}; 
(4) р, =‹У,,Е Ни 
У, = {1,0 уз, 5}, Е, = { (ау), (Vs 05) oo (озо), уз) ). 
2. БН С 的 各 点 度数 都 是 3, 且 点 数 与 边 数 m 之 间 有 如 下 关系 : 
2п—3=т, 
则 G 中 点数 与 边 数 m 各 为 多 少 ? 
3. 设 无 向 图 G 有 10 条 边 ,3 度 和 4 度 顶 点 各 2 个, 其余 顶 点 度数 均 小 于 3, 则 G 至 少 有 多 少 
个 顶点 ? 在 最 少 顶 点 的 情况 下 , 求 出 С 的 度数 序列 ,最 大 度数 A(G) 和 最 小 度数 8(G). 
4. 是 否 存 在 无 向 图 ,其 度数 序列 分 别 为 : 
(1) 5,4,4,3,3,2,2; 
(2) 4,4,3,3,2,2,2,2. 
5. 画 出 度数 序列 为 3,2,2,1 的 简单 图 和 非 简单 图 各 一 个 . 
6. 指出 图 7. 1 中 的 割 点 和 桥 . 
7. 有 向 图 D 图 7.2 所 示 . 


ао а Јо 8 


(1) 求 卫 的 邻接 矩阵 4; 
(2) 求 卫 中 顶点 1 到 顶点 4 的 通路 数 为 多 少 ? 
(3) D 中 顶点 1 到 自身 长 度 为 3 的 回路 数 有 多 少 ? 
(4) 中 长 度 为 4 的 通路 总 数 为 多 少 ? 其 中 有 几 条 回路 ? 
(5) DD 中 长 度 小 于 等 于 4 的 通路 总 数 为 多 少 ? 其 中 有 几 条 回路 ? 
(6) DD 是 哪 类 连通 图 ? 
8. ИЖА р= (У.Е). ЖФ У (о.о ,vs ,vy) ,其 邻接 矩阵 为 


> 

| 
ооо о 
о о о м 
но н н 
Б Б о о 


9. ненуе нна 


В 


10. 某 工厂 使 用 一 台 设 备 ,每 年 年 初 要 决定 是 继续 使 用 ， Е 预计 该 设备 第 1 年 
的 价格 为 11 万 元 ,以 后 每 年 涨 1 万 元 ,使 用 的 第 1 年 ,第 2 年 ,…, 第 5 年 的 维修 费 分 别 
为 5,6,8,11,18 万 元 .使 用 1 年 后 的 残 值 为 4 万 元 ,以 后 每 使 用 1 年 残 值 减少 1 万 元 . 
试制 订购 买 维修 该 设备 的 5 年 计划 ,使 总 支出 最 小 . 
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树 是 图 论 中 重要 的 概念 之 一 , 它 在 计算 机 科学 中 的 应 用 非常 广泛 ,本 章 介绍 树 的 一 些 基 
本 性 质 及 应 用 . 


定义 8.1.1 连通 上 且 无 回路 的 无 向 图 称 为 树 , 通 常用 工 表 示 一 棵 树 . 树 中 度数 为 1 的 点 称 为 
树叶 (或 叶子 ) ,度数 大 于 1 的 顶点 称 为 分 支 (或 内 点 ). 每 个 连通 分 支 都 是 树 的 无 向 图 称 为 森林 . 

下 面 给 出 树 的 一 些 重要 性 质 . 

定理 8.1.1 设 G=(V,E) 是 n 阶 m 条 边 的 无 向 图 ,下 述 命 题 是 等 价 的 . 

(1) сж; 

(2) G 无 回路 且 m 二 n 一 1; 

(3) G 连通 且 六 一 7 一 1; 

(4) G 无 回路 ,但 增加 一 边 后 得 到 且 仅 得 一 个 回路 ; 

(5) G 连通 ,但 删 去 任 一 边 后 就 不 连通 ; 

(6) 任意 两 个 顶点 间 有 且 仅 有 一 条 通路 . 

证 明 (1) 二 (2) 

设 在 图 G 1, М п 时 ,连通 无 回路 , 则 С 中 边 数 % 二 0, 显 然 有 m= 二 n 一 1. 

假设 =k 时 命题 成 立 , 当 n==k 十 1 时 , 因 С 连通 无 回路 ,所 以 至 少 有 一 点 的 度数 为 1， 
在 G 中 删 去 该 点 及 相关 联 的 边 得 到 k 个 顶点 的 连通 且 无 回路 的 图 ,由 归纳 法 假设 它 有 一 1 
条 边 , 故 原来 有 (4 一 1) 十 1 一 A 条 边 , 从 而 结论 在 "一 A 十 1 时 也 成 立 . 

(2) > (3) 

只 要 证 连通 . 反 证 法 . 若 G 不 连通 , 设 G ЕЖА ВО В.Т. ЯСЕН, У 
个 连通 分 支 是 树 , 设 每 个 连通 分 支 的 顶点 数 分 别 为 ,ns，…,n， 则 由 (2) 知 相应 连通 分 支 
数 的 边 数 为 : то ото — 1, -** нь — 1. 所 以 图 G т = т ть ++ а Еп 
n 一 1 蔬 盾 , 故 G 是 连通 的 . 

(3) = (4) 

已 知 图 С 连通 且 有 nn 一 1 条 边 . 当 и=1 时 .显然 无 回路 但 增加 一 边 后 得 到 且 仅 得 一 个 
回路 . 

假设 "一 上 时 命题 成 立 , 则 当 nn 二 k 十 1 时 ,因为 С 是 连通 的 ,m 一 n 一 1, 故 每 个 顶点 有 
4d(w) 宇 1, 下 面 证 明 至 少 存在 一 个 顶点 使 得 (ио) 1. 


8.1 无 向 树 及 生成 树 


( 反 证 法 ) 如 果 所 有 顶点 4 有 dad(w) 宇 2, 则 所 有 顶点 度数 之 和 2m 宇 2n, 即 有 тп, 3% 5 
假设 т=и—1 ЖЖ. 得 证 . 

删 去 we 及 其 关联 的 边 ,而 得 到 新 图 G ,由 归纳 假设 知 G 无 回路 ,在 G 中 加 入 wo 及 其 
关联 边 又 得 到 G, 故 G 是 无 回路 ;车 在 连通 图 G 中 增加 新 的 边 (xu ,ww ) , 则 该 边 与 G 中 и: 8] 
大 的 一 条 路 构成 一 个 回路 , 则 该 回路 必 是 唯一 的 ,否则 若 删 去 此 新 边 , С 中 必 有 回路 ,得 出 
矛盾 . 

(4) 过 (5) 任 取 两 顶点 u,v€EV, 加 上 边 ио 就 构成 圈 wz…yvu, 则 原来 9] о 之 间 就 有 一 条 
通路 uz…yvu, 故 G 连通 .再 由 G 无 圈 可 知 删 去 G 的 任意 一 条 边 都 会 使 G 不 连通 . 

(5) 之 (6) 由 G 是 连通 的 可 知 ,G 中 任意 两 点 间 均 有 路 . 往 证 任意 两 点 间 仅 有 一 条 路 . 如 
若 不 然 , 如 果 两 顶点 间 有 两 条 通路 , 则 该 图 必 有 圈 , 进 而 删 去 此 圈 上 的 一 条 边 后 ,G 仍 是 连通 
的 ,这 与 (5) 矛 盾 . 

(6) 之 (1) 因 为 G 中 任意 两 点 间 均 有 路 , 故 G 连通 . 若 中 有 圈 , 则 该 圈 上 的 任意 两 点 之 间 
至 少 有 两 条 不 同 的 路 ,这 与 (6) 了 矛盾 . 

定理 8.1.2 设 G 是 ” 阶 非 平凡 的 无 向 树 , 则 G 中 至 少 有 两 片 树叶 . 

证 明 设 CG 有 z 片 树叶 ,由 握手 定理 及 定理 8. 1. 1 可 知 

200—1) = У) або) > 208 х). 
由 上 式 解 得 zx 之 2. 

例 8.1.1 下 面 给 出 的 2 组 数 都 可 充当 无 向 简单 图 的 度数 列 , 其 中 哪些 可 以 成 为 无 向 
树 的 度数 列 ? 并 对 每 个 这 样 的 度数 列 至 少 画 出 3 棵 非 同 构 的 无 向 树 . 

(1) 1,1,2,2,3,3,4,4; 

(2) 1,1,1,1,2,2,3,3. 

Я 求解 本 题 的 依据 是 无 向 树 的 性 质 , 主 要 是 阶 数 与 边 数 m 的 关系 , 即 отп 1. 另 
外 还 要 使 用 握手 定理 . 

所 给 2 个 数列 的 长 度 都 是 8, 因 而 所 对 应 的 无 向 图 的 阶 数 —8. 如 果 数 列 能 充当 无 向 树 


8 
的 度数 列 , 必 有 边 数 mx 一 1 一 7. 设 数列 中 元 素 为 由 ,ds ,…,ds, 由 握手 定理 必 有 》)d; = 
2т = 14. 


(1) >)di = 20 = 14, 故 数列 1,1,2,2,3,3,4,4 不 能 充当 无 向 树 度数 列 . 


8 
(2) У)а, = 14, 以 这 个 数列 1,1,1,1,2,2,3,3 为 度数 列 能 画 出 5 棵 非 同 构 的 无 向 树 ， 
6 


如 图 8. 1. 1 所 示 . 

有 些 连通 图 ,本 身 不 是 树 , 但 它 的 某 些 子 图 是 树 ,一 个 图 可 能 有 许多 子 图 是 树 , 其 中 重要 
的 是 生成 树 . 

ЖХ 8.1.2 ”如 果 无 向 图 G 的 生成 子 图 T 是 一 棵 树 , 则 称 这 棵 树 了 为 G 的 生成 树 . 称 
Т 中 的 边 为 树枝 ,在 G 中 而 不 在 T 中 的 边 称 弦 .T 在 G 中 的 补 图 ( 即 G 一 E(T)) 称 为 生成 树 
T 的 余 树 . 

Е T 的 余 树 不 一 定 连通 ,也 不 一 定 不 含 回路 . 如 图 8. 1. 2 所 示 , 实 边 图 为 该 图 的 一 棵 
生成 树 了 , 余 树 为 虚 边 所 示 , 它 不 连通 ,同时 含有 回路 . 


第 8 章 М 


图 8.1.2 


一 个 无 向 连通 图 G, 如 果 G 是 树 , 则 它 的 生成 树 是 唯一 的 ,就 是 G 本 身 ; 如 果 С 不 是 树 ， 
那么 它 的 生成 树 就 不 唯一 了 . 
定理 8.1.3 任何 连通 图 G 至 少 存在 一 棵 生成 树 . 
证 明 ”如 果 G 中 无 回路 ,G 本 身 就 是 生成 树 . 如 果 G 中 存在 回路 C ,去 掉 C 中 一 条 边 ， 
不 影响 С 中 连通 性 . 若 G 连通 ,并 设 工 是 G 的 最 小 的 连通 生成 子 图 ,由 T 的 定义 知 工 连 
通 但 删 去 任 一 边 后 就 不 连通 . 从 而 由 定理 8.1.1 知 工 是 树 , 进 而 是 С 的 生成 树 . 
定理 8.1.4 设 芽 是 无 向 连通 图 G 的 生成 树 , 则 : 
(1) G 的 任何 边 割 集 与 了 至 少 有 一 条 公共 边 ; 
(2) G 的 任何 回路 与 T 的 余 树 至 少 有 一 条 公共 边 . 
证 明 (1) 因为 С 的 任何 边 割 集 的 边 都 被 去 掉 后 ,图 G 就 不 连通 了 . 而 G 的 生成 树 
工 是 G 的 连通 生成 子 图 , 故 G 的 任何 边 割 集 至 少 有 一 条 边 要 留 在 树 T 中 . 
(2) 因为 工 是 树 , 即 不 含 回路 ,从 而 С 的 任何 回路 中 至 少 有 一 条 边 不 在 T 中 ,再 由 余 
树 的 定义 可 知 该 边 在 Т 的 余 树 中 . 
生成 树 有 其 一 定 的 实际 意义 . 
例 8.1.2 某 地 要 建 5 个 工厂 , 拟 修筑 道路 连接 这 5 
处 . 经 勘测 其 道路 可 依 图 8. 1. 3 的 无 向 边 铺设 . 为 使 这 5 
处 都 有 道路 相通 , 问 至 少 要 铺设 几 条 路 ? 怎样 铺设 ? 
解 ” 此 问题 就 是 找 图 8. 1. 3 的 生成 树 问 题 ,由 图 8. 1. 3 
可 知 ,共有 5 个 顶点 ,所 以 至 少 要 铺设 4 条 路 才 行 . 可 按 
图 8.1.4 所 示 的 线路 铺设 , 即 图 8. 1. 4 是 图 8. 1. 3 的 两 个 
图 8.1.3 生成 树 . 
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图 8.1.4 


在 例 8. 1. 2 中 ,如 果 要 求 铺设 的 道路 总 长 度 最 短 ,这 样 既 能 节省 费用 ,又 能 缩短 工期 ,这 
个 问题 就 是 最 小 生成 树 问 题 . 

下 面 我 们 考查 赋 权 图 的 生成 树 问题 . 

假设 要 建造 一 个 连接 若干 城镇 的 铁路 网 络 .已 知 城镇 w 和 w; 之 间 直 通 线路 的 造价 为 
ciy 试 设计 一 个 总 造价 最 小 的 铁路 网 络 . 

把 这 个 城镇 看 作 是 具有 权 W(vivj) 二 ci 的 赋 权 图 G 的 顶点 ,显然 问题 就 转化 为 : ЧЕМ 
权 图 С 中 , 找 出 具有 最 小 权 的 连通 生成 子 图 . 由 于 权 表 示 造 价 , 当然 是 非 负 的 ,所 以 可 以 假 
定 最 小 权 生成 子 图 是 G 的 一 棵 生成 树 了 . 赋 权 图 的 最 小 权 生 成 树 称 为 最 小 生成 树 . 

一 个 无 向 图 的 最 小 生成 树 不 是 唯一 的 ,同样 地 ,一 个 赋 权 图 的 最 小 生成 树 也 不 一 定 是 唯 
一 的 , 求 赋 权 图 的 最 小 生成 树 的 方法 很 多 ,这 里 主要 介绍 克 鲁 斯 卡尔 (Kruskal) 算 法 . 

该 算法 是 克 鲁 斯 卡尔 在 1965 年 将 构造 生成 树 的 避 圈 法 推广 到 求 最 小 生成 树 的 结果 ,其 
要 点 是 ,在 与 已 选取 的 边 不 构成 回路 的 边 中 选取 最 小 者 . 

克 鲁 斯 卡尔 算法 : 

(1) 在 С 中 选取 最 小 权 边 ei , 置 i=1. 

(2) 当 i 一 "一 1 时 ,算法 结束 ,否则 转 (3). 

(3) 设 已 选取 的 边 为 aez…ei ,在 G 中 选取 不 同 于 eies…e; 的 边 e+i ,使 featez…eiei+i} 中 无 回路 且 e+ 

是 满足 此 条 件 的 最 小 权 边 . 

(4) 置 ;一 i 十 1, 转 (2). 


这 个 算法 的 正确 性 是 可 以 证 明 的 ,其 证 明 过 程 略 . 在 算法 的 步骤 (1) 和 (3) 中 , 若 满足 条 
件 的 最 小 权 边 不 止 一 条 , 则 可 以 从 中 任 选 一 条 ,这 样 就 会 产生 不 同 的 最 小 生成 树 . 

定理 8.1.5 由 克 鲁 斯 卡尔 算法 构造 的 树 T* 二 G[ {ei ,es，…,e,-1)] 都 是 最 小 生成 树 . 

证 明 反 证 法 .对 G 的 任何 异 于 T* 的 生成 树 了 ,用 /A(T) 记 使 e; 不 在 T 中 的 最 小 i 值 . 
现在 假设 т 不 是 最 优 树 ,T 是 一 棵 使 /(T) 尽 可 能 大 的 最 优 树 . 

假设 f(T) 二 =k, 也 就 是 说 ,同时 在 TT 和 T* 中 ,但 e, 不 在 TT 中 .由 定理 8.1.1,T 十 e, 包 含 
唯一 的 圈 С. е 是 C 的 一 条 边 , 它 在 中 而 不 在 T* 中 . 由 定理 7.2.4, ex 不 是 了 十 ex 的 
割 边 . 因此 TT 二 (T 十 ei) 一 el 是 具有 vw 一 1 条 边 的 连通 图 ,所 以 它 是 С 的 另 一 棵 生成 树 . 显然 

wT) = (Т) обе) — (е). (8.1.1) 

在 克 鲁 斯 卡尔 算法 中 选 出 的 边 ei ,是 使 GL{e ,es ,… ев) ] 为 无 圈 图 的 权 最 小 的 边 . 由 

于 G[ {ei ,es,…,ei-1sel}] 是 工 的 子 图 , 它 也 是 无 圈 的 .于 是 有 
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(е) > w(e). (8.1.2) 
由 式 (8. 1. 1215 (8. 1.2), 
wT) < ис ТУ, 
所 以 T 也 是 一 棵 最 优 树 . 然而 
УГУ Е = УСТ». 
这 与 T 的 选 法 矛盾 . 因此 T= 二 T* ,从 而 ТМ АНЕ АК. 
例 8.1.3 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 8. 1. 5 中 (a) 的 赋 权 图 的 最 小 生成 树 . 


eco- 
(а) (Ы) 
ад ад ра 
2 1 2 1 3 
е h е h 
(с) (4) 


р 
ос bd бе 


(8) (h) 
图 8.1.5 


因为 图 中 nn 二 8, 所 以 按 算法 要 执行 п 1—7 次 ,其 过 程 见 图 8.1.5 中 (b) 一 (h) 所 示 . 


8.2 根 树 及 其 应 用 


前 面 我 们 讨论 的 树 ,都 是 无 向 图 中 的 树 ,下 面 我 们 简单 地 讨论 有 向 图 中 的 树 . 
定义 8.2.1 如 果 一 个 有 向 图 在 不 考虑 边 的 方向 时 是 一 棵 树 ,那么 ,这 个 有 向 图 称 为 有 
向 图 树 . 


8.2 根 树 及 其 应 用 


例如 图 8. 2. 1 所 示 为 一 棵 有 向 树 . 

定义 8.2.2 一 棵 有 向 树 ,如 果 恰 有 一 个 顶点 的 入 度 为 0, 其 余 所 有 顶点 的 入 度 都 为 1， 
则 称 为 根 树 . 入 度 为 0 的 顶点 称 为 根 ,出 度 为 0 的 顶点 称 为 叶 , 出 度 不 为 0 的 顶点 称 为 分 枝 
点 或 内 点 . 

例如 图 8. 2.2 表示 一 棵 根 数 ,其 中 vw 为 根 , vi ,vs ,vs ,vs ,vs 为 分 枝 点 ,其 余 结 点 为 叶 . 


ЫЙ wl Viz 


图 8.2.1 图 8.2.2 


在 根 树 中 , 任 一 结 点 о 的 层次 ,就 是 从 根 到 该 结 点 的 单 向 通路 长 度 ,例如 图 8. 2.2 中 有 
三 个 结 点 层次 为 1, 有 五 个 结 点 层次 为 2, 有 三 个 结 点 层次 为 3. 

从 根 树 的 结构 中 还 可 以 看 到 , 树 中 的 每 个 项 点 都 可 看 作 是 原来 树 中 的 某 一 棵 子 树 的 根 ， 
由 此 可 知 , 根 树 亦 可 递归 定义 . 

ЕХ 8.2.3 根 树 包含 一 个 或 多 个 顶点 ,这些 顶点 中 某 一 个 称 为 根 ,其 他 所 有 项 点 被 分 
成 有 限 个 子 根 树 . 

这 个 定义 把 个 顶点 的 根 树 用 顶点 数 少 于 的 根 树 来 定义 ,最 后 得 到 每 一 棵 树 都 是 一 
个 顶点 的 根 树 , 它 们 就 是 原来 那 棵 树 的 叶 . 

对 于 一 棵 根 树 ,可 以 有 树 根 在 下 或 树 根 在 上 的 两 种 不 同 画 法 ,如 图 8. 2. З 所 示 . 


(а) (5) (с) 
图 8.2.3 


图 8.2.3(a) 是 树 根 的 自然 表示 法 , 即 树 从 它 的 根 向 上 生长 .图 8. 2. 3(b) 和 图 8. 2. 3 (с) 
都 是 有 树 根 向 下 生长 ,它们 是 同 构图 ,其 差别 仅 在 每 一 层 上 的 结 点 从 左 到 右 出 现 的 次 序 不 
同 ,为 此 ,今后 要 用 明确 的 方式 ,指明 根 树 中 顶点 或 边 的 次 序 ,这 种 树 称 为 有 序 树 . 

设 a 是 一 棵 根 树 的 分 枝 点 ,假若 从 a 到 5b 有 一 条 边 , 则 顶点 5b 称 为 a 的 “儿子 ”, 或 称 a 为 
5 的 “父亲 ”. 假若 从 a 到 c 有 一 条 单 向 通路 , 称 а Я с 的 “祖先 ?或 c На 的 “后 裔 ”同一 个 分 枝 
点 的 “儿子 ? 称 为 兄弟” 

定义 8.2.4 在 根 树 中 , 若 每 一 个 顶点 的 出 度 小 于 或 等 于 m, 则 称 这 棵 树 为 т 又 树 . 如 
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果 每 一 个 顶点 的 出 度 恰好 等 于 m 或 零 . 则 称 这 棵 树 为 完全 т 叉 树 , 若 其 所 有 树叶 层次 相 
同 , 称 为 正则 m ЖЖ. 当 mm 二 2 时 , 称 为 二 叉 树 . 
有 很 多 实际 问题 可 用 二 又 树 或 т 叉 树 表示 . 
例如 ,M 和 EE 两 人 进行 网 球 比赛 ,如 果 一 人 连 胜 两 盘 或 共 胜 三 盘 就 获胜 , 比赛 结束 . 
图 8. 2.4 表示 了 比赛 中 可 能 发 生 的 一 种 情况 , 即 
ММ, MEMM， MEMEM， МЕМЕЕ. МЕЕ. ЕММ. ЕМЕММ, ЕМЕМЕ. ЕЕ. 
我 们 要 指出 ,任何 一 棵 有 序 树 都 可 用 把 它 改写 为 一 棵 树 对 应 的 二 叉 树 . 如 图 8. 2. 5(a) 
中 的 m 叉 树 可 用 下 述 方法 改写 为 二 又 树 . 


(b) (9 
图 8.2.5 


(1) 除了 最 左边 的 分 枝 点 外 , 删 去 所 有 从 每 一 个 顶点 长 出 的 分 枝 . 在 同一 层次 中 ,兄弟 
顶点 之 间 用 从 左 到 右 的 有 向 边 连接 ,如 图 8. 2. 5(b) 所 示 . 

(2) 选 定 二 又 树 的 左 儿子 和 右 儿 子 如 下 : 直接 处 于 给 定 顶 点 下 面 的 顶点 ,作为 左 儿 子 ， 
对 于 同一 水 平 线 上 与 给 定 顶 点 右 邻 的 顶点 ,作为 右 儿子 ,以 此 类 推 ,如 图 8. 2.5(c) 所 示 . 

用 二 又 树 表 示 有 序 根 树 的 方法 ,可 以 推广 到 有 序 森 林 上 去 ,如 图 8. 2. 6 所 示 . 

在 树 的 实际 应 用 中 ,我 们 经 常 研究 完全 т 又 树 . 

定理 8.2.1 设 有 完全 т 又 树 ,其 树叶 数 为 上 ,分 枝 点 数 为 ШО РЕ 1. 

证 明 车 把 m 叉 树 看 作 是 每 局 有 m 位 选手 参加 比赛 的 单 淘汰 赛 计划 表 ,树叶 数 1 表示 
参加 比赛 的 选手 数 , 分 枝 点 数 i 表示 比赛 的 局 数 , 因 为 每 局 比赛 将 淘汰 (m 一 1) 位 选手 , 故 比 
赛 结果 共 淘 汰 (m 一 1)i 位 选手 ,最 后 剩 下 一 位 冠军 ,因此 (mm 一 Di+1=t, 即 (m 一 1)i==t 一 1. 

例 8.2.1 设 有 28 蓄 电 灯 , 拟 公用 一 个 电源 插座 , 问 需 用 多 少 块 具有 四 插座 的 接线 板 . 

Ш ”将 四 又 树 的 每 个 分 枝 点 看 作 是 具有 四 插座 的 接线 板 ,树叶 看 作 电灯 , 则 有 (4 一 1); 一 
28 一 1,; 一 9, 所 以 ,需要 9 块 四 插座 的 插 线 板 . 

例 8.2.2 假设 有 一 台 计算 机 , 它 有 1 条 加 法 指令 ,可 计算 3 个 数 的 和 ,如 果 要 计算 
9 个 数 的 和 ,至 少 要 执行 几 次 加 法 指令 . 

Ш 若 把 这 9 个 数 看 作 是 完全 三 又 数 的 9 片 树叶 , 则 有 (3 一 1)i 一 9 一 1,; 一 4. 所 以 , 需 


8.2 вязня © 


210 


125—013 
(5) (с) 
Е 8.2.6 


要 执行 4 次 加 法 命令 . 

在 计算 机 的 应 用 中 ,还 常常 要 考虑 二 又 树 的 通路 长 度 问题 . 

定义 8.2.5 在 根 树 中 ,一 个 顶点 的 通路 长 度 ,就 是 从 树 根 到 此 顶点 的 通路 中 的 边 数 . 
我 们 把 分 枝 点 的 通路 长 度 成 为 内 部 通路 长 度 , 树 叶 的 通路 长 度 称 为 外 部 通路 长 度 . 

定理 8.8.2 若 完 全 二 叉 树 及 个 分 枝 点 , 且 内 部 通路 长 度 的 总 和 为 了 ,外 部 通路 长 度 
ПУ ЗИ Е, 

Е = 1+ 2п. 

证 明 对 分 枝 点 数目 ”进行 归纳 . 

4 и=1 时, Е=2,1=0, E=I 十 2n 成 立 . 

假设 当 n=k 一 1 时 成 立 , 即 Е = 202—1). 

当 и=А 时 . 若 删 去 一 个 分 枝 点 v, 该 分 枝 点 与 根 的 通路 长 度 为 1, 且 wv 的 两 个 儿子 是 树 
叶 , 得 到 新 树 T'. 将 T' 与 原 树 比较 , 它 减少 了 二 片 长 度 为 /十 1 的 树叶 和 一 个 长 度 为 / 的 分 
枝 点 ,因为 三 有 (RE 一 1) 个 分 枝 点 , 故 已 一 了 十 2( 一 1). 但 在 原 树 中 ,有 下 一 已 十 2(L 十 1) 一 
1 一 已 十 /十 2,T 一 了 十 2, 代 人 上 式 得 E 一 /一 2=I 一 /十 2(k 一 1), 即 Е= 1-26, 

二 叉 树 的 一 个 重要 应 用 就 是 最 优 树 问题 . 

给 定 一 组 权 zw ,rs ,… ,wi КОВ ил Зил Сее Зи. 设 有 一 棵 二 叉 树 ,共有 + 片 树叶 ， 
分 别 带 权 zw ,vws,… ото, ,该 二 叉 树 称 为 带 权 二 又 树 . 

定义 8.2.6 在 带 权 二 又 树 中 若 带 权 为 岂 的 树叶 ,其 通路 长 度 为 Соо). ЗАП СТ) = 


Уа вр 称 该 带 权 二 又 树 的 权 . 在 所 有 带 权 zw ,ze ,… ,ro 的 二 叉 树 中 , w(T) 最 小 的 那 根 


树 , 称 为 最 优 树 . 
假定 给 定 了 一 组 权 ,rz ,ws,… ,tw 为 了 找到 最 优 树 ,我 们 先 证 明 下 面 的 定理 . 
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定理 8.2.3 设 芽 为 带 权 wi 三 ws 三 … 三 w, 的 最 优 树 , 则 : 
СТ) 带 权 ил ,ws 的 树叶 ww ,we 是 兄弟 . 
(2) 以 树叶 ws ,we 为 儿子 的 分 枝 点 ,其 通路 长 度 最 长 . 
证 明 设 在 带 权 rw ,ze ,…',zo: 的 最 优 树 中 ,是 通路 长 度 最 长 的 分 枝 点 ,vw 的 儿子 分 别 
带 权 w: 和 w,, 故 有 
Ll(w) > бил). LOw,) > L(w,). 
车 LCw) 之 LCw), 将 zw 和 zi 对调 ,得 到 新 树 TT , 则 
oa(T) 一 o(T) = (о, ) + ая + Тат) * о) — О.о) wtL(m). а) 


=1. (од ) Сил =, ) + Сил) (и, — ия) 
= (чи, — ил) (ил) — [(ш,)) < 0, 

В СТ) аСТ), 5 Т 为 最 优 树 的 假设 矛盾 . 故 1. Сао) =. Сил). 

同 理 可 证 Соо, ) = 1. Соо ). ВЈ Г Си) 1. (ао) 1 Сао, ) 1 (оу). 分 别 将 wi ооо ,与 
по, zuy 对 调 得 到 一 颗 最 优 树 ,其 中 带 权 ze 和 ws 的 树叶 是 兄弟 . 

定理 8.2.4 ШТА о оо е Со, ЙО СБ ДАВР то 和 ws 的 树叶 为 儿 
子 的 分 枝 点 改 为 带 权 wi 十 ws 的 树叶 ,得 到 一 棵 新 树 TT, 则 TT 也 是 最 优 树 . 

证 明 根据 题 设 ,有 

wT) 一 mw(T) + ил + и. 
若 人 不 是 最 优 树 , 则 另 有 一 棵 带 权 ил 十 zes ,zs ,… srw, 的 最 优 树 T”, 对 到 中 带 权 wwi 十 zws 的 
树叶 w+w, 生成 两 个 儿子 ,得 到 新 树 了 , 则 
зо СТ) = (Т) Бал +». 
因为 到 是 带 权 zi оо ооз ,… ,rw 的 最 优 树 , 故 
wT) < (Т). 

如 果 со СТ”) < СТ, И СТ) < СТ), Т НЫ ло олоо о еее оло ВАНИЕ 

Ја, 
СТ”) = аСТ), 

ТА ло Ни чо ,zu 的 最 优 树 . 

根据 上 述 两 条 定理 ,要 画 一 棵 带 有 : 个 权 的 最 优 树 , 可 简化 为 画 一 棵 带 有 :一 1 个 权 的 
最 优 树 ,而 这 又 可 简化 为 画 一 棵 带 有 1 一 2 个 权 的 最 优 树 ,以 此 类 推 . 具体 做 法 是 : 首先 找 出 
两 个 最 小 的 w 值 , 设 为 zw 和 rs ,然后 对 1 一 1 个 权 wi 十 wz ооз о ,au 求 作 一 棵 最 优 树 ,并 


且 将 这 棵 最 优 树 中 的 分 枝 点 [er и юла У 以 此 类 推 


例 8.2.3 设 有 一 组 权 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41. 求 相应 的 最 优 树 . 
解 首先 组 合 2 十 3, 并 寻找 5,5,7, 11,…,41 的 最 优 树 ;然后 组 合 5 十 5, 以 此 类 推 . 这 
个 过 程 综合 


. 一 棵 树 有 2 个 4 度 顶 点 ,3 个 3 度 顶 点 ,其 余 顶 点 都 是 叶子 , 问 叶 子 数 是 多 少 ? 


2 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 4 
5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 а 
10 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 
17 11 13 17 19 23 29 31 37 4 
17 24 17 19 23 29 31 37 41 
24 34 19 23 29 31 37 41 
24 34 42 29 31 37 41 
34 42 53 31 37 41 
42 53 65 37 41 
42 53 65 78 
95 65 78 
95 143 
238 
它 对 应 的 最 优 树 如 图 8. 2.7 所 示 . 
习 题 8 
. 一 棵 树 有 两 个 点 度数 为 2, 一 个 顶点 度数 为 3, 三 个 顶点 度数 为 4, 问 有 几 个 1 度 顶 点 ? 


. 从 简单 有 向 图 的 邻接 矩阵 如 何 去 判 定 它 是 否 为 根 数 . 如果 是 根 数 ,如 何 确定 它 的 树 根 和 


数 叶 . 

. МЕН 1,4,9,16,25,36,49,64,81,100. 
(1) 构造 一 个 最 优 的 二 又 树 . 

(2) 构造 一 个 最 优 的 三 又 树 . 

(3) 说 明 如 何 构造 一 棵 最 优 的 上 又 树 . 


